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Keflaio 1
Eisagwg 
Prìlogoc
H Anlush twn pleiìtimwn apeikonÐsewn èqei shmantikèc efarmogèc se pol-
loÔc kai diaforetikoÔc tomeÐc thc majhmatik c epist mhc. ApoteleÐ mÐxh dia-
foretik¸n kldwn twn Majhmatik¸n ìpwc h JewrÐa Mètrou, h mh Grammik 
Sunarthsiak  Anlush ki h TopologÐa. Akìmh eÐnai sten sundedemènh me
thn Nonsmooth Analysis kai prgmati èna apì ta kÔria kÐnhtra pÐsw apì thn
anptuxh thc jewrÐac  tan na parèqei ta aparaÐthta analutik ergaleÐa
gia thn melèth twn problhmtwn thc Nonsmooth Analysis. Den eÐnai tuqaÐo
to gegonìc ìti h anptuxh twn dÔo aut¸n majhmatik¸n jewri¸n sumpÐptei
qronik kai akoloujeÐ parllhla monoptia.
EÐnai gegonìc ìti sthn epist mh twn Majhmatik¸n up rqe mia distaktikìthta
sto na asqolhjeÐ kaneÐc me akoloujÐec sunìlwn kai pleiìtimwn antistoiqi¸n.
Par thn andush kainoÔrgiwn optik¸n gia tic efarmogèc twn Majhmatik¸n
h makr mac enasqìlhsh kai oikeiìthta me tic akoloujÐec stoiqeÐwn kai twn
monìtimwn sunart sewn eÐqe mllon rizwjeÐ tìso bajei sthn paradosiak 
majhmatik  skèyh pou fnhke eukolìtero na jusiasteÐ to << pltoc >> kpoiwn
problhmtwn ¸ste na apofeuqjeÐ h melèth twn pleiìtimwn apeikonÐsewn.
S mera h Anlush pleiìtimwn apeikonÐsewn èqei tic dikèc thc mejìdouc, teqnikèc
kai efarmogèc apì koinwnikèc kai oikonomikèc epist mec wc th Mhqanik  kai
th BiologÐa. Den uprqei amfibolÐa ìti h montèrna antimet¸pish thc Mh Gram-
mik c Sunarthsiak c Anlushc den mporeÐ na antèxei thn polutèleia tou na
agnoeÐ thn Anlush twn pleiìtimwn apeikonÐsewn. Mia tètoia parleiyh ja
periìrize drastik tic pijanèc efarmogèc.
Gia touc parapnw lìgouc xekinme parousizontac paradeÐgmata fusik¸n  
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kai genik¸n problhmtwn pou perièqoun pleiìtimec apeikonÐseic.
1.1 ParadeÐgmata pleiìtimwn apeikonÐsewn
1. Pr¸ta sunantoÔme tic pleiìtimec apeikonÐseic kje for pou antimetw-
pÐzoume kak¸c orismèna   antÐstrofa probl mata dhlad  probl mata
gia ta opoÐa h Ôparxh miac lÔshc   h monadikìthta thc den exasfalÐzo-
ntai gia kpoia dedomèna. Oi pleiìtimec apeikonÐseic mac epitrèpoun na
apomakrunjoÔme apì ton periorismì ìti mia antistoiqÐa prèpei na eÐnai
èna proc èna kai epÐ ìtan jèloume na lÔsoume mia exÐswsh.
Prgmati, h pr¸th fusik  perÐptwsh ìtan oi apeikonÐseic autèc prokÔ-
ptoun einai h antÐstrofh apeikìnish, f−1 miac monìtimhc apeikìnishc f
apì to X sto Y . Pnta orÐzoume thn f−1 san thn pleiìtimh apeikìnish
h opoÐa sundèei se kje shmeÐo y to (pijan kenì) sÔnolo twn lÔsewn:
f−1(y) := {x ∈ X : f(x) = y},
sthn exÐswsh f(x) = y
Apì tic treic diatagèc tou pÐnaka tou Handarmard dhlad  Ôparxh,
monadikìthta kai stajerìthta mporoÔme mìno na diathr soume tic a-
pait seic thc stajerìthtac oi opoÐec mporoÔn na perilhfjoÔn se eparkeÐc
orismoÔc thc sunèqeiac thc f−1.
2. AsqoloÔmenoi me tic abebaiìthtec kai tic diataraqèc odhgoÔmaste me
fusikì trìpo se pleiìtimec apeikonÐseic. Autèc epÐshc emfanÐzontai ìtan
epijumoÔme na qeiristoÔme èna prìblhma poiotik anazht¸ntac lÔseic
koinèc se ena sÔnolo stoiqeÐwn pou moirzontai tic Ðdiec (poiotikèc)
idiìthtec. H Anlush twn pleiìtimwn apeikonÐsewn ja èprepe na paÐzei
èna shmantikì rìlo ston tomèa thc Poiotik c Fusik c pou apoteleÐ èna
gr gora anaptussìmeno q¸ro thc Teqnht c NohmosÔnhc.
3. Probl mata me fragmoÔc epÐshc epifèroun sugkekrimènec pleiìtimec
apeikonÐseic. LÔnontac gia pardeigma thn exÐswsh f(x) = y ìpou h
lÔsh x zhteÐtai na an kei se ena uposÔnolo K isodunameÐ me thn epÐlush
tou egkleismoÔ thc sunrthshc f sto sÔnolo K, f|K(x) = y. JewreÐ-
tai san h pleiìtimh apeikìnish pou sundèei to x me to shmeÐo f(x) ìtan
x ∈ K kai to kenì sunolo an x /∈ K.
4. Oi pleiìtimec apeikonÐseic parèqoun ena qr simo plaÐsio gia th JewrÐa
Elègqou apì tic pr¸imec kiìlac suneisforèc tou Filippov kai Wazews-
ki stic arqèc thc dekaetÐac tou 1960. Tètoiec pleiìtimec apeikonÐseic
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onomzontai parametrikopoihmènec (parametrized) kai asqoloÔntai me
mia oikogèneia apeikonÐsewn x→ f(x, u) apì to X sto Y ìtan ta u ku-
maÐnontai pnw se èna sÔnolo paramètrwn U(x). H (monìtimh) apeikì-
nish f perigrfei th dunamik  tou sust matoc, sundèei thn katstash x
tou sust matoc kai ton èlegqo me thn taqÔthta f(x, u) tou sust matoc.
H pleiìtimh apeikìnish u perigrfei mia sunrthsh anatrofodìthshc
(feedback map) paraqwr¸ntac sthn katstash x to uposÔnolo U(x)
twn dekt¸n elègqwn.
'Etsi h apeikìnish F h opoÐa sundèei se kje katstash x to uposÔnolo
F (x) twn efikt¸n taqut twn orÐzetai wc:
F (x) := f(x, U(x)) = {f(x, u)}u∈U(x)
'Etsi to sÔsthma elègqou dièpetai apì thn oikogèneia parametrikopoih-
mènwn diaforik¸n exis¸sewn
x′(t) = f(x(t), u(t)), ìpou u(t) ∈ U(x(t)),
pou prgmati dièpetai apì ton diaforikì egkleismì x′(t) ∈ F (x(t))
5. H Beltistopoi sh parèqei paradeÐgmata problhmtwn ìpou h monadikìth-
ta thc lÔshc den ufÐstatai. 'EstwW mia sunrthsh apo to X×Y sto R
(W : X × Y → R) kai ac jewr soume thn oikogèneia twn problhmtwn
elaqistopoÐhshc,
∀y ∈ Y, V (y) := infx∈XW (x, y),
pou parathroÔme ìti eÐnai parametrikopoihmèna apo tic paramètrouc y.
H sunrthsh V onomzetai perijwriak  (marginal) sunrthsh. Gia kje
y ∈ Y èstw to sÔnolo
G(y) := {x ∈ X : W (x, y) = V (y)}
na eÐnai to uposÔnolo twn lÔsewn tou probl matoc elaqistopoÐhshc.
'Ena apì ta basik zht mata thc jewrÐac beltistopoÐhshc eÐnai na mele-
t sei thn pleiìtimh apeikìnish G ( wc proc thn kenìthta   mh, th sunè-
qeia, thn paragwgisimìthta k.a). Ja onomzoume thn apeikìnish G pe-
rijwriak  (marginal) apeikìnish. Den prèpei na prokaleÐ aporÐa oti h
JewrÐa PaignÐwn kai en gènei ta Oikonomik Majhmatik qrhsimopoioÔn
suqn tic pleiìtimec apeikonÐseic.
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6. 'Allh mia phg  isqur¸n kin trwn phgzei apo ton Majhmatikì Program-
matismì ìtan aparaÐthtec upojèseic ( o kanìnac tou Fermat, upogram-
mÐzontac oti h pargwgoc miac sunrthshc exafanÐzetai se shmeÐa ìpou
epitugqnetai èna kro) apaitoÔntan gia na antikatast soun probl ma-
ta beltistopoÐhshc apì thn epÐlush exis¸sewn.
O kanìnac tou Fermat eÐnai prgmati mia idèa h opoÐa ereuntai xan kai
xan kai mlista upì diaforetik onìmata:
• Oi exis¸seic Euler-Langrange ìtan asqoloÔntai me probl mata u-
pologism¸n.
• Oi Langrange kai Kuhn-Tucker pollaplasiastèc (multipliers) ìtan
oi katastseic fragm¸n (state constraints) prostèjhkan sta pro-
bl mata beltistopoÐhshc.
• H Arq  Pontriagin ìtan èqei na knei me probl mata bèltistou
elègqou.
'Ustera apì ta epiteÔgmata thc Sunarthsiak c Anlushc  tan h ¸ra na
apokalÔyoun thn koin  pragmatikìthta pÐsw apì ìla aut ta apotelè-
smata. SuneqÐzei na eÐnai o kanìnac tou Fermat pou mac katèsthse
ikanoÔc na paragwgÐzoume sunart seic megalÔterhc txhc.
7. H qr sh twn pleiìtimwn apeikonÐsewn sta Oikonomik Majhmatik kai
sth JewrÐa PaignÐwn xekÐnhse ìtan o von Neumann anaz thse mia epè-
ktash tou Jewr matoc StajeroÔ ShmeÐou tou Brouwer stic pleiìtimec
apeikonÐseic, kti pou qreiazìtan, gia pardeigma, ¸ste na broÔme mh
susqetismèna shmeÐa isorropÐac (noncooperative equilibria) gia n an-
jr¸pouc - paiqnÐdia. Autì epiteÔqjhke me to dishmo je¸rhma StajeroÔ
ShmeÐou tou Kakutani sth dekaetÐa tou 1940. Qrhsimopi jhke apì ton
Arrow kai ton Debreu sta pr¸ta qrìnia thc dekaetÐac tou 1950 gia na
parèqei thn poluanamenìmenh apìdeixh thc Ôparxhc miac Walrasian tim c
isorropÐac.
An kai autì to epÐteugma èkane tic pleiìtimec sunart seic dhmofileÐc
anmesa stouc Oikonomolìgouc MajhmatikoÔc, den  tan par mìno sth
dekaetÐa tou 1960 kat th dirkeia thc opoÐac oi prokl seic meg-
lwsan sth BeltistopoÐhsh, sth JewrÐa Elègqou kai sta monìpleura
(unilateral) probl mata thc Mhqanik c, pou anane¸jhkan ta kÐnhtra
gia thn melèth twn pleiìtimwn apeikonÐsewn san èna shmantikì z thma.
'Htan tìte pou o Zarantonello eis gage tic monìtonec apeikonÐseic oi
opoÐec kalÔptoun kpoiec shmantikèc mh grammikèc monìtimec   pleiì-
timec apeikonÐseic tou LogismoÔ twn Metabol¸n (Calculus of Variations).
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1.2 Idiìthtec Pleiìtimwn ApeikonÐsewn
'Eqontac sÔntoma anadeÐxei thn shmasÐa twn pleiìtimwn apeikonÐsewn se èna
eurÔ fsma efarmog¸n kai jemeleiwd¸n majhmatik¸n q¸rwn ja anafèroume
paraktw kpoiec basikèc idiìthtec touc.
1.2.1 'Oria kai Sunèqeia
Ta ìria sunìlwn parousisthkan apo ton Painleve sta pr¸ta qrìnia autoÔ
tou ai¸na, amèswc met thn axiwmatikopoÐhsh tou Frechet, to 1906, thc idèac
twn L q¸rwn . H melèth orÐwn sunìlwn mazÐ me ta ìria stoiqeÐwn faÐnetai na
eÐnai polÔ fusik  se autì to perieqìmeno.
Oi topologikèc idèec eÐnai prgmati arket aplèc ki mesec. Kat ton Ðdio
trìpo pou oi topologikèc idèec basÐzontai se << antil yeic >> orÐwn kai shmeÐ-
wn suss¸reushc akolouji¸n stoiqeÐwn, oi analogÐec touc stic pleiìtimec
apeikonÐseic èqoun tic rÐzec touc stic idèec twn ktw ki nw orÐwn akolou-
ji¸n sunìlwn, ta opoÐa eÐnai << lept >> shmeÐa kai shmeÐa suss¸reushc a-
ntÐstoiqa. To ktw ìrio mia akoloujÐac uposunìlwn Kn eÐnai to sÔnolo twn
orÐwn akolouji¸n twn stoiqeÐwn xn ∈ Kn, kai to nw ìrio eÐnai to sÔnolo
twn shmeÐwn suss¸reushc aut¸n twn akolouji¸n.
'Eqoume  dh anafèrei ìti, h stajerìthta eÐnai h mình apaÐthsh pou èqoume
ìtan meletme kak¸c orismèna   antÐstrofa probl mata. H stajerìthta eÐnai
ènac ìroc pou shmaÐnei ìti to sÔnolo twn lÔsewn exarttai suneq¸c apì ta
dedomèna.
P¸c mporoÔme ìmwc na orÐsoume th sunèqeia stic pleiìtimec apeikonÐseic?
An prospaj soume na prosarmìsoume sthn perÐptwsh twn pleiìtimwn apeikonÐsewn
touc duo anlogouc orismoÔc thc sunèqeiac twn monìtimwn apeikonÐsewn ,
apoktme duo ènnoiec pou den eÐnai pia anlogec. Aut  h atuq c sugkurÐ-
a od ghse se duo idèec hmisunèqeiac pleiìtimwn apeikonÐsewn pou eis gagan
stic arqec tou 1930 oi Hausdorff kai Kuratowski kai melet jhkan endeleq¸c
(all ìqi apokleistik) apì Gllouc kai PolwnoÔc majhmatikoÔc.
LÐgo argìtera, oi pleiìtimec apeikonÐseic noixan to drìmo stic monìtimec
sunart seic. Mia pleiìtimh apeikìnish antimetwpizìtan ekeÐnh thn epoq  san
mia monìtimh sunrthsh apì èna sÔnolo sto dunamosÔnolo enìc llou sunìlou.
Wstìso, ìpwc apodeÐqjhke, oi domèc sta dunamosÔnola  tan tìso ftwqèc, kai
sugkekrimènec plhroforÐec xodeÔontan prgmati knontac aut  th je¸rhsh.
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1.2.2 Mètra kai Olokl rwsh
SunantoÔme tic metr simec apeikonÐseic kje for pou èqoume na knoume
me montèla susthmtwn pou èqoun metr sima dedomèna kai sugkekrimèna me
tuqaÐec pleiìtimec metablhtèc. Mia llh shmantik  perÐptwsh pou anakÔptoun
metr simec pleiìtimec apeikonÐseic eÐnai sthn eujugrmmish enìc sust matoc
elègqou proc mia lÔsh.
EpÐshc qreiazìmaste th metrhsimìthta gia na orÐsoume ta oloklhr¸mata twn
pleiìtimwn apeikonÐsewn. H melèth thc jroishc kai thc olokl rwshc pleiì-
timwn apeikonÐsewn èginan antikeÐmeno melèthc pr¸ta apo ton Minkowski.
Ta teleutaÐa qrìnia o logismìc twn pleiìtimwn apeikonÐsewn eÐnai polu efar-
mìsimoc se diforouc majhmatikoìuc tomeÐc, kurÐwc sth jewrÐa elègqou, sta
oikonomik majhmatik kai sth statistik . 'Etsi, diforec melètec asqoloÔ-
ntai me th basik  jewrÐa olokl rwshc pleiìtimwn apeikonÐsewn kai diforec
proseggÐseic ekfrsthkan. Mia apì autèc ofeÐletai ston Hukuhara kai
jewreÐ th Riemann olokl rwsh se èna q¸ro kurt¸n kai sumpag¸n sunì-
lwn. To olokl rwma Lebesgue epitugqnetai paÐrnontac ta katllhla ìria.
Mia deÔterh prosèggish ègine apì ton Debreu o opoÐoc qrhsimopoÐhse mia
emfÔteush kurt¸n kai sumpag¸n sunìlwn se èna q¸ro Banach kai Ôstera
je¸rhse to olokl rwma Bochner se autì to q¸ro. Wstìso h prosèggish tou
Aumann pou jewreÐ thn olokl rwsh epilog¸n (selections) jewreÐtai apì tic
pio katllhlec gia efarmogèc se diforouc majhmatikoÔc tomeÐc. Stic treic
parapnw proseggÐseic ta basik ergaleÐa eÐnai jewrhtikèc teqnikèc mètrou.
O Aumann prìteine ton paraktw orismì gia mia pleiìtimh apeikìnish:
Orismìc 1.1. [1] To olokl rwma thc F sto Ω eÐnai to sÔnolo twn oloklhrwmtwn
twn oloklhr¸simwn epilog¸n (selections) thc F∫
Ω
Fdµ := {
∫
Ω
fdµ|f ∈ F}
To olokl rwma eÐnai kurtì ìpou h F èqei kurtèc timèc.
1.2.3 Epilogèc (selections) kai parametrikopoÐhsh
Den mporoÔme na apofÔgoume tic apant seic se duo logik erwt mata: Mpo-
roÔme na broÔme epilogèc pleiìtimwn apeikonÐsewn pou na klhronomoÔn tic
idiìthtec kanonikìthtac touc? EÐnai oi pleiìtimec apeikonÐseic parametrikopoi -
simec?
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Ja deÐxoume ìti oi metr simec pleiìtimec apeikonÐseic èqoun metr simec epi-
logèc (selections) ki ìti oi suneqeÐc (Caratheodory, Lipschitz) apeikonÐseic
èqoun suneqeÐc epilogèc ktw apì austhrèc apait seic. Oi eikìnec twn pleiì-
timwn apeikonÐsewn prèpei na eÐnai kurtèc.
Prgmati, mia Lipschitz pleiìtimh apeikìnish F me kleistèc, kurtèc eikìnec
eÐnai parametrikopoi simh ¸ste na uprqei ènac << q¸roc elègqou >> U kai mia
apeikìnish Lipschitz f : X × U 7→ X tètoia ¸ste
∀x, F (x) = {f(x, u)}u∈U
Epomènwc aut  txh pleiìtimwn apeikonÐsewn eÐnai upoqrewtik ftiagmènh apì
oikogèneiec monìtimwn apeikonÐsewn.
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Keflaio 2
Pleiìtimec apeikonÐseic kai
Sunèqeia
Autì to keflaio anafèretai stic basikèc idiìthtec sunèqeiac twn pleiìtimwn
apeikonÐsewn. To pr¸to z thma pou antimetwpÐzoume eÐnai pwc na orÐsoume
thn antÐstrofh eikìna enìc sunìlou ktw apì th drsh miac pleiìtimhc apeikì-
nishc. Uproun duo dunatìthtec:
Orismìc 2.1. ([3], or. 4.1.1) An X kai Y eÐnai sÔnola, F : X → 2Y \ {∅}
eÐnai mia pleiìtimh apeikìnish kai A ⊆ Y , tìte
1. h << asjen c antÐstrofh eikìna >> tou A upì thn F eÐnai to sÔnolo
F−(A) = {x ∈ X : F (x) ∩ A 6= ∅}
2. h << isqur  antÐstrofh eikìna >> tou A upì thn F eÐnai to sÔnolo F+(A) =
{x ∈ X : F (x) ⊆ A}
T¸ra eÐmaste ètoimoi na parousisoume tic pr¸tec ènnoiec sunèqeiac gia pleiì-
timec apeikonÐseic. Se ìti akoloujeÐ oi X kai Y eÐnai topologikoÐ q¸roi
Hausdorff .
Orismìc 2.2. ([3], or 4.1.3) 'Estw F : X → 2Y mia pleiìtimh apeikìnish
1. Ja lème ìti h F eÐnai << upper hemicontinuous sto x0 >>, an gia ìla ta
V ⊆ Y anoikt tètoia ¸ste F (x0) ⊆ V , mporoÔme na broÔme èna U ∈
N (x0) tètoio ¸ste F (U) ⊆ V . Lème ìti eÐnai upper hemicontinuous,
an eÐnai upper hemicontinuous se kje x0 ∈ X. Sta epìmena ja qrhsi-
mopoioÔme th suntìmeush <<uhc >>
2. Ja lème ìti h F eÐnai << lower hemicontinuous sto x0 >> , an gia ìla
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ta V ⊆ Y anoikt tètoia ¸ste F (x0) ∩ V 6= ∅ mporoÔme na broÔme
U ∈ N (x0) tètoio ¸ste F (x) ∩ V 6= ∅ gia ìla ta x ∈ U . Lème ìti h
F eÐnai lower hemicontinuous an eÐnai lower hemicontinuous se kje
x0 ∈ X. Sta epìmena ja qrhsimopoioÔme th suntìmeush << lhc >>.
3. Ja lème ìti h F eÐnai V ietoris sto x0, an eÐnai tautìqrona <<uhc >> kai
<<lhc >> sto x0.Lème ìti h F eÐnai suneq c (  V ietoris suneq c), an eÐnai
suneq c se kje x0 ∈ X
Oi epìmenec treic protseic prokÔptoun eÔkola apì touc parapnw orismoÔc.
Prìtash 2.3. ([3], prot.4.1.4) Gia mia pleiìtimh apeikìnish F : X → 2Y ta
epìmena eÐnai isodÔnama:
1. h F eÐnai << uhc >>
2. gia kje C ⊆ Y kleistì, to F−(C) eÐnai kleistì sto X
3. an x ∈ X, {xa}a∈J eÐnai mia akoloujÐa sto X pou sugklÐnei sto x kai
V ⊆ Y eÐnai anoiktì tètoio ¸ste F (x) ⊆ V , tìte mporoÔme na broÔme
èna a0 ∈ J tètoio ¸ste gia a ≥ a0 na èqoume F (xa) ⊆ V
Prìtash 2.4. ([3], prot. 4.1.5) Gia mia apeikìnish F : X → Y ta epìmena
eÐnai isodÔnama:
1. h F eÐnai <<lhc >>
2. gia kje C ⊆ Y kleistì, to F+(C) eÐnai kleistì sto X
3. an x ∈ X,{xa}a∈J eÐnai mia akoloujÐa sto X pou sugklÐnei sto x kai
V ⊆ Y eÐnai anoiktì tètoio ¸ste F (x)∩V 6= ∅, tìte mporoÔme na broÔme
a0 ∈ J tètoio ¸ste gia a ≥ a0 na èqoume F (xa) ∩ V 6= ∅.
4. an {xa}a∈J eÐnai mia akoloujÐa sto X pou sugklÐnei sto x ∈ X kai
y ∈ F (x), mporoÔme na broÔme ya ∈ F (xa), a ∈ J tètoio ¸ste ya → y
sto Y .
Prìtash 2.5. ([3], prot. 4.1.6) Gia mia pleiìtimh apeikìnish F : X → 2Y
ta epìmena eÐnai isodÔnama:
1. h F eÐnai suneq c
2. gia kje C ⊆ Y kleistì, ta F−(C) kai F+(C) eÐnai kleist sto X
3. an x ∈ X,{xa}a∈J eÐnai mia akoloujÐa sto X pou sugklÐnei sto x kai
V ⊆ Y eÐnai anoiktì tètoio ¸ste F (x) ⊆ V   F (x) ∩ V 6= ∅, tìte
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mporoÔme na broÔme a0 ∈ J tètoio ¸ste a ≥ a0 na èqoume F (xa) ⊆ V  
F (xa) ∩ V 6= ∅
Parat rhsh 2.6. Ston orismì thc lower hemicontinuity mporoÔme na
proume to V wc basikì, anoiktì sÔnolo sto Y . Oi ènnoiec thc upper kai
lower hemicontinuity eÐnai genik diakritèc. H pr¸th epitrèpei proc ta pnw
lmata se sqèsh me ton egkleismì, en¸ h deÔterh epitrèpei mìno proc ta ktw
lmata.
Gia pardeigma
F1(x) =
{
{1} an x 6= 0
[0, 1] an x = 0
eÐnai << lhc >> sto R, en¸ h pleiìtimh sunrthsh
F2(x) =
{
[0, 1] an x 6= 0
{0} an x = 0
eÐnai <<lhc >> all ìqi <<uhc >>. EpÐshc an F : R→ 2R \ {∅} orÐzetai wc
F (x) = [ψ(x), φ(x)] = {ψ ∈ R : ψ(x) ≤ y ≤ φ(x)},
tìte h F eÐnai <<lhc >> (anloga <<uhc >>) an h ψ eÐnai ktw hmisuneq c ki h φ
eÐnai nw hmisuneq c (anloga, h ψ eÐnai nw hmisuneq c ki h φ eÐnai ktw
hmisuneq c). Tèloc anafèroume ìti an h F eÐnai monìtimh apeikìnish oi ènnoiec
thc ktw ki nw hmisunèqeiac sumpÐptoun me thn ènnoia thc sunèqeiac.
Orismìc 2.7. ([3], or. 4.1.8) To grfhma miac pleiìtimhc apeikìnishc F :
X → 2Y eÐnai to sÔnolo GrF = {(x, y) ∈ X × Y : y ∈ F (x)}. Ja lème ìti
h F (x) eÐnai h eikìna   h tim  thc F sto x. Lème ìti to F eÐnai kleistì sto
x0 ∈ X, an gia kje akoloujÐa {(xa, ya)}a∈J ⊆ GrF tètoio ¸ste (xa, ya) →
(x0, y0) sto X × Y , èqoume y0 ∈ F (x0) (dhlad  (x0, y0) ∈ GrF ). Lème ìti to
F eÐnai kleistì an eÐnai kleistì se kje x0 ∈ X (dhlad  GrF ⊆ X × Y eÐnai
kleistì). An o parapnw orismìc eÐnai alhj c mìno gia akoloujÐec lème ìti
eÐnai akoloujiak kleistì.
Mia pleiìtimh apeikìnish onomzetai mh tetrimmènh an to grfhma thc den eÐnai
kenì, dhlad  an uprqei toulqiston èna stoiqeÐo x ∈ X tètoio ¸ste to F (x)
na mhn eÐnai kenì.
Lème ìti h F eÐnai austhr  an ìlec oi eikìnec tou F (x) eÐnai mh kenèc. O
tomèac thc F eÐnai to uposÔnolo twn stoiqeÐwn x ∈ X tètoio ¸ste to F (x)
na eÐnai mh kenì:
Dom(F ) := {x ∈ X|F (x) 6= ∅}
16 KEFALAIO 2. PLEIOTIMES APEIKONISEIS KAI SUNEQEIA
H eikìna thc F eÐnai h ènwsh twn eikìnwn   tim¸n F (x), ìtan kumaÐnetai sto
X:
Im(F ) :=
⋃
x∈X
F (x)
H antÐstrofh F−1 thc F eÐnai h pleiìtimh apeikìnish apì to Y sto X pou
orÐzetai wc:
x ∈ F−1(y)⇔ y ∈ F (x)⇔ (x, y) ∈ GrF
O tomèac thc F eÐnai ra h eikìna thc F−1 kai sumpÐptei me thn probol 
tou graf matoc sto q¸ro X kai kat summetrikì trìpo h eikìna thc F eÐnai
anlogh tou tomèa thc F−1 kai thc probol c tou graf matoc thc F sto q¸ro
Y .
An K eÐnai èna uposÔnolo tou X, onomzoume F |K ton periorismì thc F sto
K, pou orÐzetai wc
F |K(x) =
{
F (x) an x ∈ K
∅ an x /∈ K
2.1 SuneqeÐc epilogeÐc (selections)
ArqÐzoume aut  thn enìthta parajètontac to je¸rhma epilog c tou Browder.
Je¸rhma 2.8. ([2], jrm. 17.63) Kje pleiìtimh apeikìnish me kurtèc timèc
apì èna Hausdorff sumpag  q¸ro se èna kurtì q¸ro èqei suneq  epilog 
(selection)
To je¸rhma epilog c tou Browder efarmìzetai se kje topologikì dianu-
smatikì q¸ro all apaiteÐtai h isqur  upìjesh anoikt¸n ktw tom¸n. O
E.Michael apèdeixe mia seir apì jewr mata pou aforoÔn thn Ôparxh suneq¸n
epilogèwn (selections). Aut ta jewr mata apaitoÔn mìno thn lower hemicontinuity
twn apeikonÐsewn, all apaitoÔn akìmh oi q¸roi na eÐnai Banach ( me thn
topologÐa thc nìrmac). Parousizoume to misì mìno enìc apo aut ta jew-
r mata to opoÐo eggutai thn Ôparxh suneq¸n epilogèwn(selectors). All
pr¸ta qreiazìmaste duo apl l mmata.
L mma 2.9. 'Estw X ènac parasumpag c (paracompact) q¸roc ki èstw
Y ènac topik kurtìc q¸roc kai ψ : X → Y mia lower hemicontinuous
apeikìnish me mh kenèc kurtèc timèc. An V eÐnai mia anoikt  kurt  geitoni
tou mhdenìc, tìte uprqei mia suneq c sunrthsh f : X → Y pou ikanopoieÐ
f(x) ∈ ψ(x) + V gia kje x ∈ X.
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Anafèroume ìti ènac topologikìc q¸roc onomzetai parasumpag c (paracompact)
an kje anoiktì klumma tou èqei èna topik peperasmèno filtration.
Apìdeixh: Gia kje x ∈ X epilègoume kpoia yx ∈ ψ(x) kai shmei¸noume
ìti h oikogèneia {ψ`(yx + V ) : x ∈ X} eÐnai èna anoiktì klumma tou X.
'Estw {fx : x ∈ X} na eÐnai mia topik peperasmènh suneq c sÔnjesh thc
mondac upokeÐmenh se autì to klumma. Tìte afoÔ fx(z) > 0 prokÔptei ìti
z ∈ ψ`(yx + V ),   anloga, ψx ∈ ψ(z) + V . AfoÔ h ψ(z) ki o V eÐnai kur-
toÐ ara ki o ψ(z) + V . Epomènwc o kurtìc sundiasmìc f(z) =
∑
x∈x fx(z)yx
an kei sto ψ(z) + V . T¸ra parathroÔme ìti h f eÐnai mia suneq c sunrthsh
me tic epijumhtèc idiìthtec.
L mma 2.10. 'Estw φ : X → Y mia lower hemicontinuous apeikìnish se
èna topologikì, dianusmatikì q¸ro. An f : X → Y eÐnai suneq c kai U eÐnai
mia anoikt  geitoni tou mhdenìc, tìte h apeikìnish ψ : X → Y pou orÐzetai
wc
ψ(x) = φ(x) ∩ [f(x) + U ]
eÐnai epÐshc ktw hmisuneq c.
Apìdeixh: 'Estw G ènai anoiktì sÔnolo sto Y kai upojètoume ìti ψ0 ∈
φ(x0) ∩ [f(x0) + U ] ∩ G. Sugkekrimèna , to ψ0 an kei sto anoiktì sÔnolo
[f(x0) + U ] ∩ G. Epomènwc uprqei mia anoikt  geitoni tou mhdenìc tètoia
¸ste
ψ0 + V + V ⊂ [f(x0) + U ] ∩G.
'Estw W = f−1(f(x0) + V ). H sunèqeia thc f eggutai ìti h W eÐnai mia
anoikt  geitoni tou x0. 'Ustera isqurizìmaste ìti ψ0 + V ⊂ f(x) + U gia
kje x ∈ W .
Gia na to doÔme autì upojètoume ìti u ∈ V kai x ∈ W . Tìte w = f(x0) −
f(x) ∈ V . AfoÔ ψ0 + V + V ⊂ f(x0) + U , tìte uprqei èna u ∈ U pou
ikanopoieÐ ψ0 + u+ w = f(x0) + u. Xanagrfontac paÐrnoume
ψ0 + u = f(x0)− w + u = f(x) + u ∈ f(x) + U.
AfoÔ to ψ0 ∈ φ(x0) ∩ (ψ0 + V ), blèpoume ìti to x0 ∈ φ`(ψ0 + V ). T¸ra ac
jewr soume ìti th geitoni N = W ∩ φ`(ψ0 + V )tou x0 . An to x ∈ N , tìte
ψ(x)∩G = φ(x)∩[f(x)+U ]∩G ⊃ φ(x)∩[f(x)+U ]∩(ψ0+V ) = φ(x)∩(ψ0+V ) 6= ∅,
tìte to ψ(x) ∩G 6= ∅. 'Etsi h ψ eÐnai lower hemicontinuous.
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Je¸rhma 2.11. ([2], jrm. 16.61) (Je¸rhma Epilog c tou Michael) Mia
lower hemicontinuous apeikìnish apì èna parasumpag  (paracompact) q¸ro
se èna q¸ro Banach me mh kenèc kurtèc timèc dèqetai èna suneq  epilogèa
(selector).
Apìdeixh:'Estw X, parasumpag c (paracompact) , ki èstw Y ènac Banach
q¸roc ki èstw φ : X → Y na eÐnai mia lower hemicontinuous apeikìnish me
mh kenèc, kleistèc, kurtèc timèc. 'Estw U = {y ∈ Y : ‖y‖ < 1} h anoikt 
monadiaÐa mpla tou Y . Isqurizìmaste ìti uprqei ènac epilogèac f0 : X → Y
apì thn apeikìnish φ kai mia akoloujÐa suneq¸n sunart sewn f1, f2, ... apì
to X sto Y pou ikanopoieÐ
1. fn(x) ∈ φ(x) + 12nU
2. fn(x) ∈ fn−1(x) + 12n−2U
gia kje n = 1, 2, ... kai kje x ∈ X.
Gia na katast soume efikt  thn Ôparxh miac tètoiac akoloujÐac leitourgoÔme
epagwgik. Gia n = 1, uprqei mia suneq c sunrthsh f1 : X → Y pou
ikanopoieÐ f1(x) ∈ φ(x) + 12U ⊂ φ(x) + 2U gia kje x ∈ X. Sugkekrimèna
uprqei ènac epilogèac (selector) f0 : X → Y apì thn apeikìnish φ pou
ikanopoieÐ f1(x) ∈ f0(x) + 2U = f0(x) + 111−2U .
T¸ra, gia to epagwgikì b ma, upojètoume ìti f0 : X → Y eÐnai ènac epilogèac
apì th φ kai oi suneqeÐc sunart seic f1, ..., fk apì to X sto Y èqoun epilegeÐ
gia na ikanopoioÔn ta (1),(2) gia kje n = 1, ..., k. Ac jewr soume thn
apeikìnish ψ : X → Y pou orÐzetai wc
ψ(x) = φ(x) ∩ [fk(x) + 1
2k
U ].
Apì to (1) eÔkola prokÔptei ìti ψ(x) 6= ∅ gia kje x ki ìti h ψ eÐnai lower
hemicontinuous. T¸ra uprqei mia suneq c sunrthsh fk+1 : X → Y pou
ikanopoieÐ fk+1(x) ∈ ψ(x) + 12k+1U gia kje x.
Epomènwc, gia kje x ∈ X èqoume:
1. fk+1(x) ∈ φ(x) + 12k+1U kai
2. fk+1(x) ∈ fk(x) + 12kU + 12k+1U ⊂ fk(x) + 12k−1U = fk(x) + 12(k+1)−2U ,
kai h epagwg  eÐnai pl rhc.
'Ustera parathroÔme ìti apì to (2) èqoume ‖fn+1(x)−fn(x)‖ ≤ 12n−2 gia kje
x ∈ X kai ìla ta n = 1, 2, .... 'Ara ‖fn+p(x)− fn(x)‖ ≤ 12n−2 gia ìla ta n kai
p kai kje x. Autì shmaÐnei ìti h {fn} eÐnai mia omoiìmorfa Cauchy akolou-
jÐa suneq¸n sunart sewn. AfoÔ o Y eÐnai ènac pl rhc q¸roc me nìrma, h
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{fn} sugklÐnei omoiìmorfa se mia suneq  sunrthsh f : X → Y . AfoÔ h φ
eÐnai kleist¸n tim¸n, prokÔptei apì to (1) ìti f(x) ∈ φ(x) gia kje x ∈ X.
Dhlad , h f èqei èna suneq  epilogèa (selector) apì thn apeikìnish φ.
Pìrisma 2.12. ([2], por. 16.62) 'Enac epÐ, suneq c grammikìc telest c
anmesa se q¸rouc Banach èqei mia (ìqi aparaÐthta grammik ) suneq  dexi
antÐstrofh.
Apìdeixh: 'Estw T : X → Y ènac epÐ grammikìc telest c se q¸rouc Banach.
Tìte h antÐstrofh apeikìnish φ : Y → X pou orÐzetai wc φ(y) = T−1(y)
perièqei mh kenèc, kleistèc kai kurtèc timèc. AfoÔ h T eÐnai anoiktì grfhma
tìte h φ eÐnai lower hemicontinuous ki ra epidèqetai èna suneq  epilogèa
(selector). All kje epilogèac (selector) S : Y → X apì th φ ikanopoieÐ
T (S(y)) = y gia kje y ∈ Y .
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Keflaio 3
Metr simec apeikonÐseic
3.1 Eisagwg 
Se autì to keflaio jewroÔme to S na apoteleÐ èna metr simo q¸ro kai o
X èna topologikì q¸ro (sun jwc metrikopoi simo). Ac onomsoume Σ th
σ-lgebra twn metr simwn uposunìlwn tou S, kai ac exoplÐsoume to X me
th Borel σ− lgebra tou Bx. Mia eidik  perÐptwsh eÐnai ìtan S eÐnai ènac
topologikìc q¸roc kai Σ h Borel σ- lgebra tou. PrwtÐsthc shmasÐac eÐnai
an mia apeikìnish φ : S ⇒ X dèqetai epilogèa (selector) pou eÐnai metr simoc.
Idanik jèloume mia ènnoia metrhsimìthtac gia apeikonÐseic ètsi ¸ste kje
metr simh apeikìnish na èqei èna metr simo epilogèa (selector). Dustuq¸c
ìmwc autì den eÐnai kti pou mporeÐ na gÐnei mesa.
Orismìc 3.1. ([4], or. 9.1.1) 'Estw (Ω,A) ènac metr simoc q¸roc kai X è-
nac pl rhc, diaqwrÐsimoc metrikìc q¸roc. JewroÔme mia pleiìtimh apeikìnish
F : Ω→ X. Mia metr simh apeikìnish f : Ω→ X pou ikanopoieÐ
∀ω ∈ Ω, f(ω) ∈ F (ω)
onomzetai mia metr simh epilog  thc F .
Mia profan c prosèggish eÐnai na orÐsoume thn metrhsimìthta se sqèsh me
tic ktw antÐstrofec eikìnec Borel-sunìlwn. Katal gei ìmwc na eÐnai krwc
perioristikì na apaitoÔme thn ktw antÐstrofh eikìna kje Borel uposunìlou
tou X na eÐnai metr simo sÔnolo. 'Etsi anazhtoÔme orismoÔc oi opoÐoi eÐte
apaitoÔn oi ktw antÐstrofec eikìnec kleist¸n metr simwn sunìlwn na eÐnai
metr simec eÐte oi nw antÐstrofec eikìnec anoikt¸n metr simwn uposunì-
lwn na eÐnai metr simec. Gia tic sunart seic den uprqei diafor miac kai
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f−1(Ac) = [f−1(A)]c. Autì den eÐnai alhjèc oÔte gia tic nw oÔte gia tic ktw
antÐstrofec eikìnec miac apeikìnishc, ki oi duo autèc proseggÐseic odhgoÔn se
diaforetikèc ènnoiec metrhsimìthtac, ektìc ki an h apeikìnish èqei sumpageÐc
timèc. Onomzoume mia apeikìnish metr simh an h ktw eikìna kje kleistoÔ
sunìlou eÐnai metr simh kai asjen¸c metr simh an h ktw eikìna kje anoi-
ktoÔ sunìlou eÐnai metr simh. Aut  h epilog  twn orism¸n odhgeÐ se kpoia
axiìloga apotelèsmata.
Mia asjenèsterh ènnoia thc metrhsimìthtac gia mia apeikìnish eÐnai na eÐnai
to grfhma thc èna metr simo uposÔnolo. Mia asjen¸c metr simh apeikì-
nish èqei metr simo grfhma all mia apeikìnish me metr simo grfhma den
eÐnai aparaÐthta asjen¸c metr simh. Uprqoun duo trìpoi gÔrw apo autì to
prìblhma. O pr¸toc eÐnai na qrhsimopoi soume megalÔterh σ-lgebra sto S
apì thn Borel-lgebra. Prgmati h σ- lgebra twn genik metr simwn sunì-
lwn faÐnetai na eÐnai h katllhlh. An jèloume na apofÔgoume topologikoÔc
periorismoÔc sto S mporoÔme na upojèsoume ìti h Σ eÐnai pl rhc gia kpoio
mètro µ. Mia llh ènnoia thc metrhsimìthtac prokÔptei ìtan tic qeirizìmaste
san sunart seic sto q¸ro F mh ken¸n kleist¸n sunìlwn.
'Ena apì ta pio shmantik apotelèsmata pnw stic metr simec apeikonÐseic
eÐnai to je¸rhma twn Kuratowski-Ryll-Nardsewski thc metr simhc epilog c
(selection) to opoÐo epibebai¸nei ìti mia asjen¸c metr simh apeikìnish me mh
kenèc kleistèc timèc se èna Polish q¸ro (Polish q¸roc onomzetai o q¸roc
pou eÐnai metrikopoi simoc kat tètoio trìpo ¸ste na eÐnai pl rhc kai dia-
qwrÐsimoc ) èqei èna metr simo epilogèa (selector). Autì efarmìzetai gia na
apodeÐxei to je¸rhma uponooÔmenhc (implicit) sunrthshc tou Filippov kai
to je¸rhma metr simou megÐstou. To teleutaÐo eÐnai èna qr simo apotèle-
sma pou dÐnei tic upojèseic gia na eÐnai to sÔnolo lÔsewn enìc parametrikoÔ
probl matoc megistopoÐhshc metr simo kai gia na eÐnai h sunrthsh bèltisthc
tim c epÐshc metr simh. Anafèroume arqik to je¸rhma qarakthrismoÔ:
Je¸rhma 3.2. ([4], jrm. 8.1.4) 'Estw (Ω,A, µ) ènac pl rhc σ-peperasmènoc
metrikìc q¸roc, X pl rhc, diaqwrÐsimoc metrikìc q¸roc kai F : Ω→ X mia
pleiìtimh apeikìn ish me mh kenèc, kleistèc eikìnec. Tìte ta epìmena eÐnai
isodÔnama:
• h F eÐnai metr simh
• to grfhma thc F an kei sto A⊗ B
• h F−1(C) ∈ A gia kje kleistì sÔnolo C ⊂ X
• h F−1(B) ∈ A gia kje Borel sÔnolo B ⊂ X
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• gia ìla ta x ∈ X h apeikìnish d(x, F (·)) eÐnai metr simh
• uprqei mia akoloujÐa metr simwn epilog¸n (selections) (fn)n≥1 thc F
tètoia ¸ste ∀ω ∈ Ω , F (ω) = ⋃n≥1 fn(ω)
Mia metr simh oikogèneia epilog¸n pou ikanopoioÔn thn teleutaÐa idiìthta
onomzetai pukn .
Akìmh apodeiknÔoume èna jemelei¸dec apotèlesma pou sundèei thn metrhsimìth-
ta miac antistoiqÐac sumpag¸n, kurt¸n tim¸n me th metrhsimìthta twn sunarth-
siak¸n uposthrigmtwn (support functionals ). Oi metr simec apeikonÐseic
mporoÔn na eÐnai oloklhr¸simec. To olokl rwma orÐzetai na eÐnai to sÔnolo
twn oloklhrwmtwn twn epilogèwn (selectors) apì thn apeikìnish.
3.2 'Ennoiec metrhsimìthtac
Xekinme me merikèc fusikèc all ìqi isodÔnamec ènnoiec metrhsimìthtac.
Orismìc 3.3. ([2], or. 17.1) 'Estw (S,Σ) ènac metr simoc q¸roc kai X
ènac topologikìc q¸roc. Ja lème ìti mia apeikìnish φ : S −→ X eÐnai:
• asjen¸c metr simh, an φ`(G) ∈ Σ gia kje anoiktì uposÔnolo G tou
X.
• metr simh, an φ`(F ) ∈ Σ gia kje kleistì uposÔnolo F tou X.
• Borel metr simh, an φ`(B) ∈ Σ gia kje Borel uposÔnolo B tou X
Gia pardeigma mia apeikìnish φ eÐnai asjen¸c metr simh an kai mìno an h
φu(F ) an kei ston Σ gia kje kleistì sÔnolo F , afoÔ φu(F ) = [φ`(F c)]c.
Ac shmei¸soume ìti h asjen c metrhsimìthta den èqei na knei me tic asjeneÐc
topologÐec. Profan¸c h metrhsimìthta ki h asjen c metrhsimìthta eÐnai a-
sjenèsterec upojèseic apì th Borel metrhsimìthta. EpÐshc na shmei¸soume
ìti den apaitoÔme h φ na èqei mh kenèc timèc, all parathroÔme ìti an h φ
eÐnai asjen¸c metr simh   metr simh tìte {s ∈ S : φ(s) 6= ∅} = φ`(X) eÐnai
metr simo. 'Etsi h upìjesh mh ken¸n tim¸n den eÐnai perioristik .
An h φ eÐnai monìtimh sunrthsh, dhlad , an orÐzei mia sunrthsh tìte h
metrhsimìthta, h asjen c metrhsimìthta ki h Borel metrhsimìthta thc φ
sumpÐptoun me thn Borel metrhsimìthta thc φ san sunrthsh. H basik 
diafor metaxÔ sunart sewn ki apeikonÐsewn se sqèsh me tic antÐstrofec
eikìnec eÐnai ìti paÐrnontac tic antÐstrofec eikìnec ktw apì mia sunrthsh
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antimetatÐjetai me sumplhrwmatikìthta, ènwsh kai tom . Autì den eÐnai a-
lhjèc gia thn nw   ktw antÐstrofh eikìna miac apeikìnishc. Sumpera-
smatik h sqèsh metaxÔ asjenoÔc metrhsimìthtac kai metrhsimìthtac den eÐnai
mesh. Gia metrikoÔc q¸rouc, ìmwc, h katstash eÐnai xekjarh.
L mma 3.4. Gia mia apeikìnish φ : (S,Σ) −→ X apì èna metr simo q¸ro
se èna metrikopoi simo èqoume ta epìmena:
1. An h φ eÐnai metr simh tìte eÐnai epÐshc kai asjen¸c metr simh.
2. An h φ eÐnai sumpag¸n tim¸n kai asjen¸c metr simh tìte eÐnai metr -
simh.
Apìdeixh:(1) 'Estw G èna anoiktì uposÔnolo tou X. To anoiktì sÔnolo G
eÐnai èna Fσ. MporoÔme na gryoume G =
⋃∞
n=1 Fn. Tìte
φ`(G) = φ`(
∞⋃
n=1
Fn) =
∞⋃
n=1
φ`(Fn),
to opoÐo an kei sto Σ, afoÔ h φ eÐnai metr simh.
(2)'Estw φ : (S,Σ) −→ X mia sumpag¸n tim¸n, asjen¸c metr simh apeikìnish
apì èna metr simo q¸ro se èna metrikopoi simo q¸ro. DhmiourgoÔme mia
metrik  d gia to X ki èstw F èna kleistì uposÔnolo tou X. An to X eÐnai
kenì tìte φ`(F ) = ∅, to opoÐo an kei sto Σ. 'Etsi upojètoume ìti h F den
eÐnai ken . Gia kje n bzoume Gn = {x ∈ X : d(x, F ) > 1/n}, ki èstw
Fn = Gn. Tìte F c =
⋃∞
n=1Gn =
⋃∞
n=1 Fn.
T¸ra ac upojèsoume ìti φ(s) ⊂ F c. AfoÔ Gn ⊂ Gn+1 gia kje n ki h φ(s)
eÐnai sumpag c , uprqei kpoio n gia to opoÐo φ(s) ⊂ Gn ⊂ Fn. Autì deÐqnei
ìti h φu(∪∞n=1Fn) = ∪∞n=1φu(Fn). Sumperasmatik,
φ`(F ) = [φu(
∞⋃
n=1
Fn)]
c = [
∞⋃
n=1
φu(Fn)]
c = [
∞⋃
n=1
[φ`(Fn)
c]c]c =
∞⋂
n=1
φ`(F cn)
AfoÔ h φ eÐnai asjen¸c metr simh, φ`(F cn) ∈ Σ gia kje n. 'Ara φ`(F ) ∈ Σ,
ra h φ eÐnai metr simh.
Anafèroume ìti an to pedÐo tim¸n twn φ brÐsketai se kpoio uposÔnolo Y
tou X, tìte h φ eÐnai asjen¸c metr simh san mia apeikìnish sto Y efodi-
asmènh me th sqetik  thc topologÐa an kai mìno an eÐnai asjen¸c metr simh
san mia apeikìnish sto X. H apìdeixh autoÔ eÐnai apl jèma orism¸n. To
epìmeno l mma deÐqnei ìti paÐrnontac thn kleistìthta diathreÐtai h asjen c
metrhsimìthta.
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L mma 3.5. Mia apeikìnish φ : S −→ X apì èna metr simo q¸ro se èna
topologikì q¸ro eÐnai asjen¸c metr simh an kai mìno an h kleistìthta thc
φ¯, pou orÐzetai wc φ(s) = φ(s), eÐnai asjen¸c metr simh.
Apìdeixh: An G eÐnai èna anoiktì uposÔnolo tou X, tìte ac shmei¸soume ìti
φ(s) ∩G 6= ∅ an kai mìno an φ(s) ∩G 6= ∅, kai to sumpèrasma akoloujeÐ.
To epìmeno apotèlesma perigrfei tic idiìthtec thc asjenoÔc metrhsimìthtac
metr simwn en¸sewn, tom¸n kai ginomènwn apeikonÐsewn.
L mma 3.6. (Prxeic kai metrhsimìthta) Gia mia akoloujÐa {φn} apeikonÐsewn
apì èna metr simo q¸ro (S,Σ) se èna topologikì q¸ro X èqoume ta epìmena:
1. H ènwsh apeikìnish φ : S −→ X, pou orÐzetai wc φ(s) = ⋃∞n=1 φn(s),
eÐnai
a. asjen¸c metr simh an kje φn eÐnai asjen¸c metr simh,
b. metr simh an kje φn eÐnai metr simh, kai
g. Borel metr simh an kje φn eÐnai Borel metr simh.
2. An X eÐnai ènac metrikopoi simoc, diaqwrÐsimoc q¸roc kai kje φn eÐnai
asjen¸c metr simh, tìte h apeikìnish-ginìmeno ψ : S −→ XN orÐzetai
apo thn ψ(s) =
∏∞
n=1 φn(s), eÐnai asjen¸c metr simh.
3. An X eÐnai ènac diaqwrÐsimoc, metr simoc q¸roc, kje φn eÐnai asjen¸c
metr simh me kleistèc timèc, kai gia kje s uprqei kpoio k tètoio
¸ste φk(s) na eÐnai sumpagèc tìte h tom  θ : S −→ X pou orÐzetai wc
θ(s) =
⋂∞
n=1 φn(s) eÐnai metr simh ki epomènwc asjen¸c metr simh.
Apìdeixh: (1) Autì prokÔptei apì thn tautìthta (
⋃∞
n=1 φn)
`(A) =
⋃∞
n=1 φn
`(A).
(2) AfoÔ o X eÐnai ènac diaqwrÐsimoc, metrikopoi simoc q¸roc tìte kai XN
eÐnai ènac diaqwrÐsimoc, metrikopoi simoc q¸roc. 'Estw G na eÐnai anoiktì sto
XN. Tìte to G mporeÐ na grafeÐ san mia metr simh ènwsh
⋃∞
k=1 Uk basik¸n,
anoikt¸n sunìlwn thc morf c Uk =
∏∞
n=1 Uk,n, ìpou gia kje k, Uk,n eÐnai
anoiktì gia ìla ta n kai Uk,n = X gia ìla ta all arijm sima poll n. 'Etsi
ψ`(G) = ψ`(
∞⋃
k=1
Uk) =
∞⋃
k=1
ψ`(Uk) =
∞⋃
k=1
∞⋂
n=1
φ`n(Uk,n),
to opoÐo an kei sto Σ. 'Etsi h ψ eÐnai asjen¸c metr simh.
(3) Pr¸ta upojètoume ìti kje φn èqei kurtèc timèc. Tìte apì to (2) h
apeikìnish ginìmeno
∏∞
n=1 φn : S → XN eÐnai asjen¸c metr simh, ki afoÔ
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èqei sumpageÐc timèc eÐnai kai metr simh. T¸ra ac parathr soume ìti gia èna
kleistì sÔnolo F ⊂ X, èqoume
θ` =
{
s ∈ S :
[ ∞⋂
n=1
Φn(s)
]
∩ F 6= ∅
}
=
{
s ∈ S :
[ ∞∏
n=1
Φn(s)
]
∩ FN 6= ∅
}
=
[ ∞∏
n=1
Φn(s)
]` (
FN ∩D) ,
ìpou D h diag¸nioc tou XN, dhlad , D = {(x)n∈N : x ∈ X}. T¸ra ac
parathr soume ìti FN ∩D eÐnai kleistì sto XN. 'Etsi h metrhsimìthta tou∏∞
n=1 φn uponnoeÐ ìti θ
`(F ) ∈ Σ gia kje kleistì uposÔnolo F tou X.
T¸ra ac af soume thn upìjesh ìti kje φn(s) eÐnai sumpagèc. Tìte o q¸roc
X èqei mia metrikopoi simh sumpagopoÐhsh (compactification), Xˆ. Gia kje
n orÐzoume φ̂n(s) : S −→ Xˆ wc φ̂n(s) = φn(s), thn kleistìthta thc φn(s)
sto Xˆ. Apì to l mma 3.3 kje φ̂n eÐnai asjen¸c metr simh. All h φ̂n eÐnai
sumpag¸n tim¸n ra metr simh sÔmfwna me to l mma 3.2.
Anafèroume ìti h sumpagopoÐhsh (compactification) apoteleÐ th diadikasÐa
  to apotèlesma tou na metatrèpoume èna topologikì q¸ro se sumpag . Oi
mèjodoi sumpagopoÐhshc poikÐloun all o kajènac apì autoÔc eÐnai ènac trì-
poc elègqou twn shmeÐwn apì to na << phgaÐnoun >> sto peiro prosjètontac
shmeÐa sto peiro   problèpontac mia tètoia << diafug  >>.
Apì to prohgoÔmeno sumpèrasma, h apeikìnish θ̂ : S −→ Xˆ pou orÐzetai wc
θ̂(s) = ∩∞n=1φ̂n(s) eÐnai metr simh. All an to φk(s) eÐnai  dh sumpagèc gia
kpoio k, tìte φ̂k(s) = φk(s) ⊂ X gia autì to k. 'Ara θ̂(s) ⊂ X gia kje
s ∈ S. Akìmh, afoÔ kje φn : S −→ X èqei kleistèc timèc, eÐnai eÔkolo na
dei kaneÐc ìti φ̂n(s) ∩X = φn(s) gia kje s. Autì uponnoeÐ ìti
θ̂(s) = [
∞⋂
n=1
φ̂n(s)] ∩X =
∞⋂
n=1
[φ̂n(s) ∩X] =
∞⋂
n=1
φn(s) = θ(s)
Epomènwc h θ eÐnai mia metr simh apeikìnish apì to S sto Xˆ.
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T¸ra èstw F ena kleistì uposÔnolo tou X. An F¯ eÐnai h kleistìthta tou F
sto Xˆ, tìte F¯ ∩X = F , ètsi
θ`(F ) = {s ∈ S : θ(s) ∩ F 6= ∅} = {s ∈ S : θ̂(s) ∩ F¯ 6= ∅} = (θˆ)`(F¯ ) ∈ Σ.
Autì deÐqnei ìti h θ : S −→ X eÐnai metr simh.
MporoÔme na qrhsimopoi soume tic sunart seic tou Karajeodwr  gia na
qarakthrÐsoume th metrhsimìthta twn apeikonÐsewn se sqèsh me th metrhsimìth-
ta twn sunart sewn apìstashc pou sqetÐzontai me apeikonÐseic. An φ :
(S,Σ) −→ (X, d) eÐnai mia apeikìnish mh ken¸n tim¸n apì èna metr simo q¸ro
se èna metrikì q¸ro, tìte h sunrthsh apìstashc pou sqetÐzetai me th φ eÐnai
h sunrthsh δ : S ×X → R pou orÐzetai wc
δ(s, x) = d(x, φ(s))
Gia kje x ∈ X èstw δx onomzoume th sunrthsh δx : S → R pou orÐzetai wc
δx(s) = δ(s, x) = d(x, φ(s)). Ac jumhjoÔme ìti mia sunrthsh f : S×X → Y
ìpou (S,Σ) eÐnai metr simoc q¸roc kai X kai Y eÐnai topologikoÐ q¸roi, eÐnai
mia sunrthsh Karajeodwr  an eÐnai suneq c sto x kai metr simh sto s ki
epÐshc oti autèc oi sunart seic eÐnai genik¸c metr simec upì  piec sunj kec.
Je¸rhma 3.7. ([2], jrm. 17.5) (Asjen c metrhsimìthta kai sunart seic
apìstashc)
Mia apeikìnish mh ken¸n tim¸n apì èna metr simo q¸ro se èna diaqwrÐsimo
metrikì q¸ro eÐnai asjen¸c metr simh an kai mìno an h sunrthsh apìstashc
eÐnai mia Karajeodwr  sunrthsh.
Apìdeixh: 'Estw φ : (S,Σ) −→ (X, d) mia apeikìnish mh ken¸n tim¸n apì èna
metr simo q¸ro se èna diaqwrÐsimo metrikì q¸ro. AfoÔ (X, d) eÐnai diaqwrÐsi-
moc, kje anoiktì uposÔnolo tou X eÐnai ènwsh arijm simhc oikogèneiac
anoikt¸n d-mpal¸n. AfoÔ φ`(
⋃
i∈I Ai) =
⋃
i∈I φ
`(Ai), blèpoume ìti h φ eÐ-
nai asjen¸c metr simh an kai mìno an φ`(B(x)) an kei sto Σ gia kje x ∈ X
kai kje  > 0. All
φ`(B(x)) = {s ∈ S : d(x, φ(s)) < } = δ−1x ((−∞, )).
'Ara h φ eÐnai asjen¸c metr simh an kai mìno an δx = δ(·, x) eÐnai mia metr simh
sunrthsh gia kje x ∈ X. AfoÔ δ(s, x) = d(x, φ(s)) eÐnai automtwc sune-
q c sto x, gia kje s, autì sumbaÐnei an kai mìno an h δ eÐnai mia Karajeodwr 
sunrthsh.
H kleistìthta miac asjenoÔc metr simhc apeikìnishc se èna metrikopoi simo
diaqwrÐsimo q¸ro èqei metr simo grfhma.
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Je¸rhma 3.8. ([2], jrm. 17.6) (Asjen c metrhsimìthta kai metr simo
grfhma) 'Estw φ : (S,Σ) −→ (X, d) na eÐnai mia apeikìnish mh ken¸n tim¸n
apì èna metr simo q¸ro se èna diaqwrÐsimo, metrikopoi simo q¸ro. An h φ
eÐnai asjen¸c metr simh, tìte h kleistìthta thc φ¯ èqei metr simo grfhma,
to opoÐo eÐnai Grφ¯ ∈ Σ⊗ BX .
Apìdeixh: Apì to prohgoÔmeno je¸rhma (3.6) h sunrthsh apìstashc δ thc
φ eÐnai mia Karajeodwr  sunrthsh ki ètsi metr simh. 'Ara Grφ¯ = δ−1({0}
an kei sto Σ⊗ BX .
MporoÔme na qrhsimopoi soume tic sunart seic Karajeodwr  gia na tau-
topoi soume mia meglh txh asjen¸n metr simwn apeikonÐsewn.
L mma 3.9. Upojètoume ìti f : S×X → Y eÐnai mia Karajeodwr  sunrthsh,
ìpou (S,Σ) eÐnai metr simoc q¸roc, X ènac diaqwrÐsimoc, metrikopoi simoc
q¸roc, kai Y ènac topologikìc q¸roc. Gia kje uposÔnolo G tou X orÐzoume
thn apeikìnish φG : S −→ X wc
φG(s) = {x ∈ X : f(s, x) ∈ G}.
An G eÐnai anoiktì, tìte h φG eÐnai mia metr simh apeikìnish.
Apìdeixh: 'Estw F èna kleistì uposÔnolo tou X, kai dhmiourgoÔme èna ari-
jm simo, puknì uposÔnolo {x1, x2, ...} tou X. T¸ra
φ` = {s ∈ S : φ(s) ∩ F 6= ∅}
= {s ∈ S : f(s, x) ∈ G gia kpoio x ∈ F}
= {s ∈ S : f(s, xn) ∈ G gia kpoio n}
=
∞⋃
n=1
{s ∈ S : f(s, xn) ∈ G} ,
ìpou h trÐth isìthta prokÔptei apì th sunèqeia thc f sto x. AfoÔ h f eÐnai
metr simh sto s gia kje x ∈ X, kje sÔnolo {s ∈ S : f(s, xn) ∈ G} an kei
sto Σ gia kje n, ètsi h φ eÐnai metr simh.
Pìrisma 3.10. ([2], por. 17.8) 'Estw f : S × X → R mia Karajeod-
wr  sunrthsh, ìpou (S,Σ) ènac metr simoc q¸roc kai X ènac diaqwrÐsimoc
metr simoc q¸roc. OrÐzoume thn apeikìnish φ : S −→ X wc
φ(s) = {x ∈ X : f(s, x) = 0}.
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1. Tìte h φ èqei metr simo grfhma
2. An o X eÐnai sumpag c tìte h φ eÐnai epÐshc metr simh
Apìdeixh: OrÐzoume φn : S −→ X wc φ(s) = {x ∈ X : |s(s, x)| < 1n}. Tìte
kje φn eÐnai metr simh ki ra asjen¸c metr simh. T¸ra φ(s) ⊂ φn ⊂ {x ∈
X : |f(s, x)| ≤ 1
n
}, ètsi φ(s) = ∩∞n=1φn(s)
1. AfoÔ kje φn eÐnai asjen¸c metr simh tìte kje φn èqei metr simo
grfhma. All Grφ = ∩∞n=1Grφn, tìte epÐshc h φ èqei èna metr simo
grfhma.
2. H tom  twn φ eÐnai asjen¸c metr simh. An o X eÐnai sumpag c, tìte
kje φn ki epomènwc φ èqei sumpageÐc timèc ki ra eÐnai metr simh.
3.3 ApeikonÐseic sumpag¸n tim¸n
EÐnai dunatìn na qeiristoÔme tic apeikonÐseic sumpag¸n tim¸n apì èna
metr simo q¸ro S se èna metrikì q¸ro X san sunart seic apo ton S
se èna q¸ro K mh ken¸n uposunìlwn tou X. H Hausdorff metrik 
topologÐa sto K eÐnai Ðdia gia ìlec tic sumbatèc metrikèc sto X. Akìmh
aut  h topologÐa pargetai apì thn sullog  ìlwn twn sunìlwn thc
morf c Gu = {K ∈ K : K ⊂ G} kai G` = {K ∈ K : K ∩ G 6= ∅}
kaj¸c to G kumaÐnetai pnw sta anoikt uposÔnola tou X. Se aut 
thn enìthta jewroÔme sunart seic apì èna metr simo q¸ro sto X oi
opoÐec eÐnai Borel metr simec. Autì shmaÐnei ìti gia na melet soume tic
idiìthtec touc, pr¸ta qreiazìmaste mia perigraf  thc Borel σ-lgebrac
tou K.
To epìmeno je¸rhma qarakthrÐzei thn Borel σ lgebra tou K ìtan o
X eÐnai diaqwrÐsimoc. ApodÐdetai stouc L.E.Dubins kai D.S.Ornstein
apì ton G.Debreu.
Je¸rhma 3.11. ([2], jrm 17.9) (Borel σ- lgebra tou K) 'Estw K o
q¸roc mh ken¸n sumpag¸n uposunìlwn tou diaqwrÐsimou, metrikopoi -
simou q¸rou X, exoplismènoc me th Hausdorff metrik  tou topologÐa.
Tìte h Borel σ- lgebra BK tou K pargetai apì thn oikogèneia {Gu
:to G anoiktì} ki epÐshc apì thn oikogèneia {G`: to G anoiktì}.
Apìdeixh: 'Estw U = {Gu:to G anoiktì} kai L = {G`: to G anoiktì}.
AfoÔ ta U kai L apoteloÔntai apì anoikt sÔnola, σ(U ∪ L) ⊂ BK. H
σ(U ∪ L) perièqei mia bsh gia to K kai afoÔ o X eÐnai diaqwrÐsimoc
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eÐnai ki o K. 'Etsi kje anoiktì sÔnolo eÐnai metr simh ènwsh basik¸n
anoikt¸n sunìlwn apì th σ(U ∪ L). 'Ara BK = σ(U ∪ L).
T¸ra èstw G èna anoiktì uposÔnolo tou X. Pr¸ta grfoume G =⋃∞
n=1 Fn, ìpou kje Fn eÐnai kleistì. (Ac jumhjoÔme ìti kje anoiktì
uposÔnolo se èna metrikì q¸ro eÐnai Fσ).
Tìte
G` =
∞⋃
n=1
F `n =
∞⋃
n=1
[(F cn)
u]c.
Autì deÐqnei ìti σ(L) ⊂ σ(U).
Apì thn llh pleur, an h d eÐnai mia sumbat  metrik  sto X, tìte è-
qoume Gc =
⋂∞
n=1N 1n
(Gc) ìpou N 1
n
(Gc) = {x ∈ X : d(x,Gc) < 1
n
}.
Profan¸c kje N 1
n
(Gc) eÐnai èna anoiktì sÔnolo, kai N 1
n+1
(Gc) ⊂
N 1
n
(Gc) gia kje n. Akìmh, (Gc)` ⊂ ∩∞n=1[N 1
n
(Gc)]`. Ac upojèsoume
t¸ra ìti K ∈ ∩∞n=1[N 1
n
(Gc)]`, dhlad  K∩N 1
n
(Gc) 6= ∅ gia kje n. 'Est-
w xn ∈ K∩N 1
n
(Gc) gia kje n. An to x ∈ K eÐnai èna oriakì shmeÐo thc
akoloujÐac {xn}, tìte apì d(xn, Gc) < 1n , prokÔptei ìti d(x,Gc) = 0,
  x ∈ Gc = Gc. 'Etsi x ∈ K ∩ Gc, to opoÐo uponnoeÐ ìti K ∈ (Gc)`.
Epomènwc (Gc)` = ∩∞n=1[N 1
n
(Gc)]`. T¸ra parathroÔme ìti
Gu = [(Gc)`]c = [
∞⋂
n=1
[N 1
n
(Gc)]`]c ∈ σ(L).
'Ara, σ(U) ⊂ σ(L), ra σ(U) = σ(L) = σ(U ∩ L) = BK
MporoÔme na qrhsimopoi soume to prohgoÔmeno je¸rhma gia na deÐxoume
thn analogÐa thc metrhsimìthtac kai thc asjenoÔc metrhsimìthtac
gia apeikonÐseic sumpag¸n tim¸n, ìtan o q¸roc eÐnai diaqwrÐsimoc kai
metrikopoi simoc.
Je¸rhma 3.12. ([2], urm. 17.10) 'Estw (S,Σ) ènac metr simoc q¸roc
ki èstw X ènac metrikopoi simoc, diaqwrÐsimoc q¸roc, kai φ : S −→
X mia apeikìnish mh ken¸n sumpag¸n tim¸n. Tìte ta epìmena eÐnai
isodÔnama.
(aþ) H apeikìnish φ eÐnai asjen¸c metr simh.
(bþ) H apeikìnish φ eÐnai metr simh
(gþ) H sunrthsh f : S −→ K, pou orÐzetai wc f(s) = φ(s), eÐnai Borel
metr simh. Dhlad , f−1(B) ∈ Σ gia kje Borel sÔnolo B ∈ BK.
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Wc t¸ra èqoume parablèyei th fainomenik fusik  antÐlhyh thc Borel
metrhsimìthtac gia apeikonÐseic. T¸ra eÐmaste se jèsh na deÐxoume
ìti h apaÐthsh thc Borel metrhsimìthtac mporeÐ na eÐnai adikaiolìghta
isqur .
Pardeigma (Mia mh Borel metr simh apeikìnish)'Estw K
onomzoume to q¸ro twn mh ken¸n sumpag¸n uposunìlwn tou diast -
matoc [0, 1] exoplismèno me th Borel σ- lgebra apo th Hausdorff
metrik  thc topologÐa. JewroÔme thn apeikìnish φ : K → [0, 1] pou
orÐzetai wc φ(K) = K. Fusik, aut  eÐnai mia tìso kal  apeikì-nish
ìso kpoioc mporeÐ na epijum sei afoÔ eÐnai anlogh me thn tautotik 
sunrthsh sto K ki epomènwc eÐnai metr simh. All h φ den eÐnai
Borel metr simh kaj¸c ìpwc deÐqnoume kai sto epìmeno pardeigma
φ`(J) = {K ∈ K : K ∩ J 6= ∅} = {K ∈ K : K ⊂ Q}c den eÐnai è-
na Borel uposÔnolo tou K, ìpou Q eÐnai to Borel sÔnolo twn rht¸n
sto [0, 1] kai J eÐnai to Borel sÔnolo twn rrhtwn. (Ac jumhjoÔme ìti
to sÔnolo Q twn rht¸n, ìntac arijm simo, eÐnai èna Borel uposÔnolo
tou [0, 1], kai gia autì to sumpl rwma tou J eÐnai èna Gδ, kai ètsi èna
Borel uposÔnolo tou [0, 1].)
Pardeigma ('Ena mh Borel uposÔnolo tou K([0, 1])) 'Estw K
onomzoume ton q¸ro twn kleist¸n (ki epomènwc sumpag¸n) uposunì-
lwn tou I = [0, 1], ki ac efodisoume to K me th Hausdorff metrik 
topologÐa thc katal gontac se mia σ-lgebra. 'Estw Q to sÔnolo twn
rht¸n sto I. Isqurizìmaste ìti to Qu = {K ∈ K : K ⊂ Q} den eÐnai
èna Borel uposÔnolo tou K.
Gia na to apodeÐxoume qrhsimopoioÔme thn epìmenh èmmesh prosèggish.
Ac upojèsoume proc antÐfash ìti toQ eÐnai èna uposÔnolo touK. Tìte
gia kje metr simh apeikìnish kleist¸n tim¸n φ : I → I èqoume ìti to
φu(Q) = {x ∈ I : φ(x) ⊂ Q} ), eÐnai èna Borel uposÔnolo tou I. (Gia
na to doÔme autì, tautÐzoume th φ me mia Borel metr simh sunrthsh
f : I → K, ìpou f(x) = φ(x)). Tìte to {x ∈ I : φ(x) ⊂ Q} eÐnai
apl to f−1(Qu) (to opoÐo eÐnai èna Borel uposÔnolo tou I.) T¸ra
prospajoÔme na epideÐxoume mia metr simh φ kleist¸n tim¸n gia thn
opoÐa to φu(Q) den eÐnai èna Borel sÔnolo. Aut  h antÐjesh deÐqnei
ìti to Qu den eÐnai èna Borel uposÔnolo tou K. H epìmenh kataskeu 
ofeÐletai ston K.Kuratowski.
Ac jumhjoÔme ìti èna sÔnolo onomzetai analutikì an eÐnai h suneq c
eikìna tou N = NN. ArqÐzoume me èna analutikì uposÔnolo A tou I
to opoÐo den eÐnai èna Borel sÔnolo. ProkÔptei ìti oÔte to Ac eÐnai
èna Borel sÔnolo. 'Estw f : N → A mia suneq c sunrthsh apo to
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N sto A, mporoÔme na tautÐsoume to N me to sÔnolo J twn rrhtwn
sto I ( ra N × A ⊂ I2). 'Estw F h kleistìthta tou graf matoc
Grf = {(x, f(x)) : x ∈ N} thc f sto I2. EÐnai eÔkolo na doÔme ìti
x ∈ N kai (x, y) ∈ F ⇒ y ∈ A.(∗)
An (xn, yn) eÐnai akoloujÐa sto Grf tètoia ¸ste (xn, yn)⇒ (x, y), tìte
y = f(x) apì sunèqeia, kai f(x) ∈ A apì upìjesh.
T¸ra orÐzoume th φ : I → I wc φ(x) = {y ∈ I : (y, x) ∈ F}. Isqurizì-
maste ìti Ac = φu(Q). Gia na to doÔme autì upojètoume ìti to x /∈ A.
Tìte h (*) uponnoeÐ ìti φ(x) ⊂ Q. Apì thn llh pleur an to x ∈ A,
tìte uprqei kpoio z ∈ N me f(z) = x. All tìte z ∈ φ(x), ra
φ(x) 6⊂ Q.
T¸ra to grfhma thc φ eÐnai kleistì, afoÔ Grφ = {(y, x) : (x, y) ∈
F}, afoÔ to monadiaÐo disthma eÐnai sumpagèc, h φ eÐnai metr simh.
Epomènwc, èqoume brei mia metr simh apeikìnish φ tètoia ¸ste to φu(Q)
eÐnai to mh Borel sÔnolo Ac.
3.4 Metr simoi epilogeÐc (selectors)
'Enac metr simoc epilogèac (selector) apì mia apeikìnish φ : S → X
anmesa se metr simouc q¸rouc eÐnai apl ìti skeftìmaste ìti prèpei na
eÐnai, dhlad , mia metr simh sunrthsh f : S → X pou ikanopoieÐ f(s) ∈
φ(s) gia kje s ∈ S. 'Etsi mìno apeikonÐseic mh ken¸n tim¸n mporoÔn
na dektoÔn èna metr simo (  opoioud pote tÔpou) epilogèa. Parousi-
zoume t¸ra to basikì je¸rhma epilog c (selection) gia tic metr simec
apeikonÐseic, to opoÐo eÐnai mia eidik  perÐptwsh enìc apotelèsmatoc pou
ofeÐletai ston K.Kuratowski kai C.Ryll −Nardzewski
Je¸rhma 3.13. ([2], jrm 17.13) (Kuratowski−Ryll−Nardsewski)
Mia asjen¸c metr simh apeikìnish me mh kenèc kleistèc timèc apì èna
metr simo q¸ro se ènan Polish q¸ro dèqetai ènan metr simo epilogèa
Apìdeixh: 'Estw φ : (S,Σ) → X mia metr simh apeikìnish mh ken¸n
tim¸n apì èna metr simo q¸ro se èna Polish q¸ro. Kataskeuzoume
èna metr simo, puknì uposÔnolo D = {x1, x2, ...} tou X. 'Estw d mia
fragmènh, sumbat  metrik  sto X pou ikanopoieÐ diamX < 1, kai gia
kje k kai n, bzoume Bk,n = {x ∈ X : d(x, xk) < 12n} aktÐnac 12n sto
xk.
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Ja orÐsoume epagwgik mia akoloujÐa {f0, f1, ...} metr simwn sunart -
sewn (apo to S sto X) me timèc sto D pou na ikanopoioÔn
(aþ) d(fn(s), φ(s)) <
1
2n
, kai
(bþ) d(fn(s), fn+1(s)) <
1
2n
gia kje s ∈ S kai ìla ta n ≥ 0. Aut  h akoloujÐa eÐnai omoiìmorfa
Cauchy, kai ra sugklÐnei omoiìmorfa se mia sunrthsh f : S → X.
To gegonìc ìti h φ(s) eÐnai kleist  ki h upìjesh (1) uponnooÔn ìti
f(s) ∈ φ(s) gia kje s. H f aut  eÐnai epÐshc metr simh.
ArqÐzoume orÐzontac f0 : S → X wc f0(s) = x1 gia ìla ta s sto S,
kai shmei¸noume ìti afoÔ diamX < 1, èqoume ìti h f0 ikanopoieÐ thn
upìjesh (1).
Gia to epagwgikì b ma, upojètoume ìti h fn eÐnai metr simh kai ikanopoieÐ
thn upìjesh (1). Tìte gia kje s, uprqei kpoio x ∈ φ(s) me d(x, fn(s)) <
1
2n
. AfoÔ to D eÐnai puknì, uprqei èna xk arket kont sto x tètoio
¸ste d(xk, x) + d(x, fn(s)) <
1
2n
kai d(xk, φ(s)) <
1
2n+1
. Autì uponnoeÐ
ìti s ∈ Ak = φ`(Bk,n+1) ∩ f−1n (Bk,n). 'Estw kn(s) ac onomsoume to
mikrìtero k tètoio ¸ste s ∈ Ak, kai jètoume fn+1(s) = xkn(s). Ek
kataskeu c h fn+1 ikanopoieÐ
d(fn+1(s), φ(s)) <
1
2n+1
kaid(fn(s), fn+1(s)) <
1
2n
ètsi apl qreizetai na epalhjeÔsoume ìti h fn+1 eÐnai metr simh.
AfoÔ h φ eÐnai asjen¸c metr simh kai h fn eÐnai metr simh, kje Ak
an kei sto Σ. Gia kje Borel uposÔnolo E tou X, shmei¸noume ìti
f−1n+1(E) = {s ∈ S : xkn(s) ∈ E} = ∪xk∈Ef−1n+1({xk}).
All apì kataskeu ,
f−1n+1({xk}) = {s ∈ S : kn(s) = k} = Ak \ ∪k−1m=1Am ∈ S,
ra f−1n+1(E) ∈ Σ. Epomènwc, h fn+1 eÐnai metr simh.
To epìmeno pìrisma tou jewr matoc touKuratowski−Ryll−Nardzewski
ofeÐletai ston C.Castaing.
Pìrisma 3.14. ([2], por. 17.14) (Castaing) 'Estw φ : S → X mi-
a asjen¸c metr simh apeikìnish me mh kenèc kleistèc timèc apì èna
metr simo q¸ro se èna Polish q¸ro. Tìte uprqei mia akoloujÐa {fn}
metr simwn epilogèwn apo th φ pou ikanopoieÐ φ(s) = {f1(s), f2(s), ...}
gia kje s.
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Apìdeixh: Dhmiourg¸ntac mia metr simh bsh {U1, U2, ...} gia to X,
orÐzoume th φn : S → X wc φn(s) = φ(s) ∩ Un an φ(s) ∩ Un 6= ∅ kai
φn(s) = φ(s) alli¸c. Apì thn isìthta
φ`n(G) = φ
`(Un ∩G) ∪ [φ`(G) ∩ [φ`(Un)]c]
kai apì thn asjen  metrhsimìthta thc φ blèpoume ìti kje φn eÐnai
asjen¸c metr simh me mh kenèc timèc. 'Etsi, kje kleistìthta φn : S →
X eÐnai asjen¸c metr simh me mh kenèc, kleistèc timèc kai ikanopoieÐ
φn(s) ⊂ φ(s) gia kje s ∈ S. 'Ara apì to je¸rhma 3.13 uprqei ènac
metr simoc epilogèac fn apì th φn. H akoloujÐa {fn} ikanopoieÐ tic
apaitoÔmenec idiìthtec.
To epìmeno apotèlesma genikeÔei kpwc èna je¸rhma pou o V.Strassen
apodÐdei ston K.Jacobs, gia th perÐptwsh pou o X eÐnai ènac sumpag c
metrikìc q¸roc.
Je¸rhma 3.15. ([2], jrm. 17.15) (Je¸rhma Epilog c tou Jacobs)
'Estw X ènac topik sumpag c, diaqwrÐsimoc, metrikopoi simoc q¸roc
, kai èstw F ac onomsoume to sumpag  metrikopoi simo q¸ro ìlwn twn
mh ken¸n, kleist¸n uposunìlwn tou X pou eÐnai efodiasmènoc me thn
topologÐa thc kleist c sÔgklishc. Tìte uprqei mia Borel metr simh
sunrthsh f : F → X pou ikanopoieÐ f(F ) ∈ F gia kje mh kenì,
kleistì sÔnolo F .
Apìdeixh: O F eÐnai ènac sumpag c metrikopoi simoc q¸roc, ra ton
exoplÐzoume me th σ-lgebra tou. OrÐzoume thn apeikìnish φ : F → X
wc φ(F ) = F . Tìte h φ eÐnai asjen¸c metr simh: Gia èna anoiktì
sÔnolo G ⊂ X, φ`(G) = {F ∈ F : F ∩ G 6= ∅}, to opoÐo eÐnai anoiktì
ki ra èna Borel sÔnolo. AfoÔ h φ èqei mh kenèc kleistèc timèc to
je¸rhma twn Kuratowski, Ryll-Nardsewski eggutai thn Ôparxh thc
sunrthshc pou epijumoÔme.
MporoÔme na qrhsimopoi soume to je¸rhma twn Kuratowski, Ryll-
Nardsewski gia na apodeÐxoume to epìmeno je¸rhma epilog c, gnwstì
wc L mma thc èmmeshc sunrthshc tou Filippov. Aut  h ekdoq  basÐze-
tai ston C.JHimmelberg.
Je¸rhma 3.16. ([2], jrm.17.16)(Je¸rhma thc èmmeshc sunrthsh-
c tou Filippov) 'Estw (S,Σ) ènac metr simoc q¸roc ki èstw X ènac
Polish q¸roc, kai Y ènac diaqwrÐsimoc, metrikopoi simoc q¸roc. Up-
ojètoume ìti h f : S × X → Y eÐnai mia sunrthsh Caratheodory ki
ìti φ : S → X mia asjen¸c metr simh me mh kenèc, sumpageÐc timèc.
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Upojètoume akìmh ìti h g : S → Y eÐnai ènac metr simoc epilogèac apì
to pedÐo tim¸n thc f sto φ kta tètoio nìhma pou na eÐnai h g metr simh
kai gia kje s na uprqei x ∈ φ(s) me g(s) = f(s, x).
Tìte h apeikìnish γ : S → X pou orÐzetai wc
γ(s) = {x ∈ φ(s) : f(s, x) = g(s)}
eÐnai metr simh kai dèqetai èna metr simo epilogèa, to opoÐo shmaÐnei
ektìc tou ìti h γ eÐnai metr simh uprqei kai mia metr simh sunrthsh
ξ : S → X me ξ(s) ∈ φ(s) kai g(s) = f(s, ξ(s)) gia kje s ∈ S.
Apìdeixh: Kataskeuzoume mia metrik  d sto Y . AfoÔ h f eÐnai mi-
a Caratheodory sunrthsh ki o metrikopoi simoc q¸roc Y eÐnai dia-
qwrÐsimoc tìte h apeikìnish (s, x)→ d(f(s, x), g(s)) eÐnai mia Caratheodory
sunrthsh.
Gia kje n orÐzoume orÐzoume thn apeikìnish ψn : S → X wc
ψn(s) = {x ∈ X : d(f(s, x), g(s)) < 1
n
}
pou eÐnai metr simh ki epomènwc h apeikìnish ψ(n) eÐnai asjen¸c metr -
simh. ParathroÔme ìti
γ(s) = φ(s) ∩ ψ1(s) ∩ ψ2(s) ∩ ...,
kai ìti h φ, ψ1(s), ψ¯2, ...} ikanopoieÐ thn upìjesh tou l mmatoc 3.6, ra h
γ eÐnai metr simh, ki èqei sumpageÐc timèc. Apì upìjesh , h γ èqei epÐshc
mh kenèc timèc ki apì to je¸rhma Kuratowski−Ryll−Nardsewski h
γ èqei metr simouc epilogeÐc, o kajènac apì touc opoÐouc ja knei gia
thn ξ.
Oloklhr¸noume autì to keflaio parajètontac san mia llh efarmog 
mia stoqastik  ekdoq  tou jewr matoc tou Taylor.
Je¸rhma 3.17. ([2], jrm. 17.17) (Stoqastikì Je¸rhma tou Taylor)
'Estw h h : [a, b]→ R mia sunrthsh pou èqei mia suneq  (n−1)-txhc
pargousa sto [a, b] kai mia n txhc pargousa sto (a, b). Kataskeu-
zoume mia c ∈ [a, b] ki èstw r mia tuqaÐa metablht  sto q¸ro pijanìthtac
(S,Σ, P ) tètoia ¸ste h c + r(s) na an kei sto [a, b] gia ìla ta s. Tìte
uprqei mia metr simh sunrthsh ξ tètoia ¸ste h ξ(s) na kumaÐnetai
metaxÔ 0 kai r(s) gia kje s ∈ S, kai
h(c+ r(s)) = h(c) +
n−1∑
k=1
1
k!
h(k)(c)rk(s) +
1
n!
h(n)(c+ ξ(s))rn(s).
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Keflaio 4
Oloklhr¸mata pleiìtimwn
apeikonÐsewn
4.1 Eisagwg 
Oi pleiìtimec apeikonÐseic, ìpwc èqei anaferjeÐ parapnw èqoun kin -
sei to endiafèron gia arket meglo qronikì disthma ki èqoun qrhsi-
mopoihjeÐ epaneillhmmèna sto q¸ro twn Oikonomik¸n Majhmatik¸n. Ta
oloklhr¸mata twn pleiìtimwn apeikonÐsewn apoteloÔn mia eujeÐa epè-
ktash tou klasikoÔ ajroÐsmatoc sunìlwn tou Minkowski. Epomènwc,
ta oloklhr¸mata aut¸n twn apeikonÐsewn eÐnai basismèna se klasik
oloklhr¸mata Lebesgue . Wstìso, ìpwc ja doÔme se autì to keflaio
aut  h << aploik  >> prosèggish odhgeÐ se axioshmeÐwta apotelèsmata, ta
opoÐa èqoun efarmogèc se èna eurÔ fsma efarmosmènwn problhmtwn.
Estw T kleistì disthma [0,1], gia kje t sto T èstw F (t) èna mh
kenì uposÔnolo tou eukleÐdiou q¸rou En.'Estw F to sÔnolo ìlwn twn
sunart sewn f apo to T sto En tètoio ¸ste h f na eÐnai oloklhr¸simh
sto T kai f(t) ∈ F (t) gia ìla ta t sto T . OrÐzoume:
Orismìc 4.1. [1]
∫
T
F (t)dt =
{∫
T
f(t)dt : f ∈ F}
dhlad  to sÔnolo ìlwn twn oloklhrwmtwn twn stoiqeÐwn tou F . Aut  h
antÐlhyh eÐnai mia genÐkeush tou oloklhr¸matoc twn monìtimwn sunart sewn
apì th mia pleur kai tou ajroÐsmatoc enìc peperasmènou arijmoÔ sunìlwn
apì thn llh.
Sta epìmena ja grfoume
∫
F ,
∫
f antÐ na grfoume
∫
T
F (t)dt,
∫
T
f(t)dt
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en¸ ìtan ja qreiasteÐ na oloklhr¸soume pnw se èna uposÔnolo S tou T ja
grfoume
∫
S
F . EpÐshc o ìroc metr simh ja anafèretai se Lebesgue metr -
simh sunrthsh.
4.2 Basik jewr mata
Ac proqwr soume se merik polÔ shmantik jewr mata.
Je¸rhma 4.2. ([1], jrm. 1) To olokl rwma thc F ,
∫
F , eÐnai kurtì.
EÐnai fusikì na anarwthjoÔme ktw apì poièc sunj kec to
∫
F (  anloga F
eÐnai mh kenì). H apeikìnish F ja onomzetai Borel-metr simh an to grafhm
thc {(t, x) : x ∈ F (t)} eÐnai èna Borel uposÔnolo tou T ∗ En. Ja onomzetai
oloklhr¸sima fragmèno an uprqei mia oloklhr¸simh sunrthsh h apì to T
sto En tètoia ¸ste |x| ≤ h(t) gia kje x kai gia kje t tètoio ¸ste x ∈ F (t).
Je¸rhma 4.3. ([1], jrm.2) An h F eÐnai Borel- metr simh kai oloklhr¸sima
fragmènh tìte to
∫
F eÐnai mh kenì.
OÔte h upìjesh se autì to je¸rhma mporeÐ na paraleifjeÐ kaj¸c ja prèpei
na thn deÐxoume mèsw enìc antiparadeÐgmatoc. H apeikìnish F ja onomzetai
mh arnhtik  an x ≥ 0 gia ìla ta x kai ta t tètoia ¸ste x ∈ F (t). Gia kje t
sto T h F ∗(t) ja dhl¸nei to kurtì klumma tou F (t).
Ja  tan pio bolikì se aut  thn perÐptwsh na antikatast soume ton eukleÐdio
q¸ro En me èna tuqaÐo diaqwrÐsimo kai pl rh metrikì q¸ro X. H apeikìnish
F ja exakoloujeÐ na orÐzetai sto T = [0, 1] all oi timèc thc ja eÐnai t¸ra
uposÔnola tou X. Mia sunrthsh f apì to T sto X ja onomzetai Lebesgue-
metr simh sunrthsh an f−1(U) eÐnai Lebesgue-metr simo uposÔnolo tou T
gia kje anoiktì (  anloga Borel) uposÔnolo tou X. Ac jumhjoÔme ìti èna
analutikì uposÔnolo tou X eÐnai h suneq c eikìna enìc Borel uposunìlou tou
X. H pleiìtimh sunrthsh F ja onomzetai analutik  an to grfhma thc
eÐnai èna analutikì uposÔnolo tou T ×X. H epìmenh prìtash proèrqetai apì
ena l mma tou Von Neumann.
Prìtash 4.4. ([1],prot. 2.1) An h F eÐnai mia analutik  pleiìtimh apeikìn-
ish apì to T sto X tìte uprqei mia Lebesgue-metr simh sunrthsh f : T →
X tètoia ¸ste f(t) ∈ F (t) gia ìla ta t.
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Kaj¸c kje Borel metr simh F eÐnai analutik  afoÔ X = En h F eÐnai Borel
metr simh apì T sto En, tìte uprqei mia f pou na ikanopoieÐ tic sunèpeiec
thc 4.4. An akìmh h F eÐnai oloklhr¸sima fragmènh tìte h f eÐnai kai
oloklhr¸simh. 'Ara
∫
f ∈ ∫ F kai to je¸rhma 4.3 apodeÐqjhke.
Je¸rhma 4.5. ([1], jrm.3) An h f eÐnai mh arnhtik  kai Borel-metr simh
tote
∫
F =
∫
F ∗.
To je¸rhma autì moizei me mia tetrimmènh sunèpeia tou jewr matoc 4.2 al-
l den eÐnai. OÔte ed¸ h upìjesh mporeÐ na paraleifjeÐ. Prèpei na lboume
upìyh ìti to je¸rhma paramènei alhjèc an h F eÐnai fragmènh nw   ktw apì
mia oloklhr¸simh sunrthsh h ètsi ¸ste h upìjesh thc mh-arnhtikìthtac
na eÐnai mia apodunmwsh thc upìjeshc tou oloklhr¸simou fraxÐmatoc. H
apeikìnish F ja onomzetai kleist  an h F (t) eÐnai kleist  gia kje t.
H apìdeixh prokÔptei me epagwg  sth distash n tou q¸rou. Gia n = 0 to
je¸rhma eÐnai meso afoÔ F ∗(t) = F (t) = {0} gia ìla ta t. Upojètoume ìti
to je¸rhma alhjeÔei gia diastseic mikrìterec tou n. An to je¸rhma den
isqÔei sth n-distash tìte gia katllhlh F èqoume
∫
F ∗ \ ∫ F 6= ∅.'Estw
x ∈ ∫ F ∗\∫ F . Apì to je¸rhma 4.2 h ∫ F eÐnai kurt  ra èqei èna uposthrÐzon
uperepÐpedo pou pernei apì to x. Uprqei èna dinusma α ∈ En tètoio ¸ste
α · y ≤ α · x (4.1)
gia ìla ta y ∈ ∫ F . AfoÔ to x ∈ ∫ F ∗ tìte x = ∫ f ∗ ìpou f ∗(t) ∈ F ∗(t) gia
ìla ta t. Akìmh h f mporeÐ na epileqjeÐ Borel-metr simh. Kje Lebesgue
metr simh sunrthsh eÐnai anlogh me mia Borel metr simh sunrthsh kai
sÔmfwna me thn paradoq  mac << ìla >> shmaÐnei << sqedìn ìla >>.
Ac jumhjoÔme to Je¸rhma tou Karajeodwr  to opoÐo dhl¸nei pwc an D kai
D∗ eÐnai uposÔnola tou En tètoia ¸ste D∗ na eÐnai to kurtì klumma tou
D tìte kje shmeÐo tou D∗ eÐnai kurtìc sunduasmìc n + 1 shmeÐwn tou D.
SÔmfwna me autì gia kje t uprqoun φ0(t), ..., φn(t) pou ajroÐzontai sto 1
kai mèlh g0(t), ..., gn(t) tou F (t) tètoia ¸ste
f ∗(t) =
n∑
j=0
φj(t)gj(t). (4.2)
Jèloume na deÐxoume ìti φj kai gj mporoÔn na epileqjoÔn metr simec kai
me g0 oloklhr¸simh. H (4.2) uponnoeÐ ìti gia toulqiston èna apì tic gj
40 KEFALAIO 4. OLOKLHRWMATA PLEIOTIMWN APEIKONISEWN
n∑
i=1
gij(t) ≤
n∑
i=1
f ∗i(t). AfoÔ oi deÐktec thc gj den eÐnai kpoiac shmasÐac, autì
shmaÐnei ìti to uposÔnolo G(t) tou E(n+1)+n(n+1) pou orÐzetai wc:
G(t) = {(ξ0, ..., ξn, x0, ..., xn) : 0 < ξj ≤ 1 kai xj ∈ F (t)
gia ìla taj∑n
j=0 ξj = 1,
∑n
i=1 x
i
0 ≤
∑n
i=1 f
∗i(t), kai f ∗(t) =
∑n
j=0 ξjxj.
eÐnai mh kenì gia ìla ta t. Akìmh to grfhma tou G eÐnai ena Borel uposÔnolo
tou E(n+1)+n(n+1)+1, autì prokÔptei apì th Borel metrhsimìthta thc F kai f ∗.
'Etsi apì thn prìtash 4.4 mporoÔme na epilèxoume mia metr simh φj kai gj
tètoia ¸ste
(φ0(t), ..., φn(t), g0(t), ..., gn(t)) ∈ G(t)
gia ìla ta t.
Tìte oi φj kai gj eÐnai metr simec. Akìmh g0(t) ∈ F (t) kai h mh arnhtikìthta
thc F prokÔptei apì to ìti g0(t) ≥ 0 Epomènwc
0 ≤ g10(t) ≤
n∑
i=1
gi0(t) ≤
n∑
i=1
f ∗i(t)
ki ètsi h oloklhrwsimìthta thc gi0(t) prokÔptei apì thn f
∗. OmoÐwc ìlec oi
gi0 eÐnai oloklhr¸simec dhlad  g0 oloklhr¸simh. T¸ra deÐqnoume ìti
α · gj(t) ≤ α · f ∗(t) (4.3)
gia ìla ta t kai ta j. Prgmati upojètoume ìti
α · gk(t) > α · f ∗(t) (4.4)
gia kpoia t kai k, èstw gia t ∈ S, ìpou to S èqei jetikì mètro. Gia kje t
uprqei èna j pou upakoÔei
α · gj(t) ≥ α · f ∗(t) (4.5)
ki afoÔ φj(t) > 0, èqoume
α · f ∗(t) =
n+1∑
j=1
φj(t)α · gj(t) <
n+1∑
j=1
φj(t)α · f ∗(t) = α · f ∗(t),
pou eÐnai topo. OrÐzoume to pr¸to j pou ikanopoieÐ thn (3.5) wc j(t). OrÐzoume
mia sunrthsh f wc ex c
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f(t) =
{
gk(t) ìtan t ∈ S
gj(t)(t) ìtan t /∈ S
H f eÐnai profan¸c metr simh all pijan¸c den eÐnai oloklhr¸simh. Gia
kje jetikì akèraio m , èstw U(m) = {t : f(t) ≤ (m, ...,m)}, kai orÐzoume
mia akoloujÐa oloklhr¸simwn sunart sewn fm wc
fm(t) =
{
f(t) ìtan t ∈ U(m)
g0(t) ìtan t /∈ U(m)
Tìte fm(t) ∈ F (t) gia ìla ta t kai h (4.1) upoqwreÐ sthn
α · fm ≤ α ·
∫
f ∗ (4.6)
gia ìla tic f . T¸ra ∪∞m=1U(m) = T , epomènwc∫
T\U(m)
α · (g0 − f ∗)→ 0. (4.7)
Epiplèon gia epark¸c meglom, to sÔnolo U(m)∩S èqei jetikì mètro. 'Etsi,
gia èna tètoio m apì thn (4.4) prokÔptei ìti∫
U(m)∩S
α · fm =
∫
U(m)∩S
α · gk >
∫
U(m)∩S
α · f ∗.
Me lla lìgia, an
(m) =
∫
S∩U(m)
α · (fm − f ∗),
tìte h (m) einai aÔxousa sto m, kai (m) > 0 gia epark¸c meglo m. èstw
gia m ≥ m0. T¸ra apì thn (4.7) prokÔptei ìti gia m arket meglo, èstw
gia m ≥ m1, èqoume∫
α · (fm − f ∗) =
∫
T\U(m)
α · (g0 − f ∗) ≥ −(m0)
2
Akìmh, apì thn (4.5) kai ton orismì thc f∫
U(m)\S
α · fm =
∫
U(m)\S
α · f ≥
∫
U(m)\S
α · f ∗
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'Ara an to m ≥ max(m1,m2) tìte
α ·
∫
fm − α ·
∫
f ∗ =
∫
α · (fm − f ∗) =
∫
U(m)∩S
+
∫
U(m)\S
+
∫
T\U(m)
≥ (m0) + 0− (m0)
2
> 0
pou antÐkeitai sthn (4.6). Autì deÐqnei thn (4.3).
T¸ra ja deÐxoume
α · gj(t) = α · f ∗(t) (4.8)
gia ìla ta t kai j. Prgmati èstw ìti uprqei ena j ki èna k tètoio ¸ste
gia kpoio t na isqÔei h anisìthta gnhsÐwc, dhlad , α · gj(t) < α · f ∗(t).
Efarmìzontac thn (4.3) kai φk(t) > 0, sungoume
α · f ∗(t) =
n∑
j=0
φj(t)α · gj(t) <
n∑
j=0
φj(t)α · f ∗(t) = α · f ∗(t),
pou eÐnai topo. Autì apodeiknÔei thn (4.8).
'Estw H to uperepÐpedo {y : α · y = 0}. OrÐzoume E(t) = [F (t)− f ∗(t)] ∩H,
ki èstw E∗(t) na eÐnai to kurtì klumma tou E(t). Apì thn (4.8) prokÔptei
ìti gj(t) − f ∗(t) ∈ E(t) ki ra apì thn (4.2), 0 = f ∗(t) − f ∗(t) ∈ E∗(t).
AfoÔ to H einai n− 1 distashc, mporoÔme na efarmìsoume thn upìjesh thc
epagwg c sto E kai sungoume ìti 0 ∈ ∫ E. 'Estw e na eÐnai tètoio ¸ste
e(t) ∈ E(t) gia ìla ta t kai ∫ e = 0. Tìte gia kje t, e(t) = f ∗(t) ∈ F (t),
kai
∫
[e+ f ∗] =
∫
f ∗ = x. Sumperasmatik x ∈ ∫ F to opoÐo antibaÐnei sthn
upìjesh mac. 'Etsi oloklhr¸netai h apìdeixh tou jewr matoc 4.5.
Gia na doÔme ìti to je¸rhma 4.5 paÔei na isqÔei an den upojèsoume ìti h f einai
Borel metr simh, èstw n = 1 kai èstw g h qarakthristik  sunrthsh enìc
uposunìlou tou T me eswterikì mètro 0 kai exwterikì mètro 1. 'Estw ìti h
F (t) perièqei ta duo shmeÐa g(t) kai mìno. Tìte
∫
F = {2} all ∫ F ∗ = [1, 2].
Gia na deÐxoume ìti to je¸rhma paÔei na isqÔei qwrÐc thn upìjesh thc mh
arnhtikìthtac, èstw n = 1 ki èstw F (t) = {1/t,−1/t}. Tìte ∫ F = ∅ kai∫
f ∗ = (−∞,∞).
Je¸rhma 4.6. ([1], jrm.4) An h F eÐnai kleist  ki oloklhr¸sima fragmènh,
tìte to
∫
F einai sumpagèc
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Shmei¸noume ìti h upìjesh thc Borel metrhsimìthtac den qreizetai ed¸.
Autì to je¸rhma apodeÐqjhke apì ton Kudo gia tic F pou paÐrnoun kurtèc
timèc kai Borel-metr simec (ektìc apì tic upojèseic pou dÐnontai ed¸). O
Richter apèdeixe mia ekdoq  lÐgo diaforetik  apì aut  tou Kudo , h opoÐa den
apaiteÐ kurtìthta, all wstìso akìmh apaiteÐ metrhsimìthta.
T¸ra strefìmaste se mia genÐkeush tou Jewr matoc Kuriarqhmènhc SÔ-
gklishc tou Lebesque : autì mporeÐ na jewrhjeÐ to kÔrio apotèlesma mac.
An A1,A2, ... eÐnai ta uposÔnola tou En tìte ex orismoÔ, x ∈ lim infAk an
kai mìno an kje geitoni tou x tèmnei ìla ta Ak me epark¸c meglo k, kai
x ∈ lim supAk an kai mìno an kje geitoni tou x tèmnei apeÐrwc poll Ak.
An lim infAk = lim supAk = A, tìte grfoume A = limAk,   Ak → A.
H apìdeixh tou Jewr matoc 4.6 einai mia sunèpeia thc epìmenhc analogÐac tou
l mmatoc Fatou.
Prìtash 4.7. ([1], prot. 4.1)
An F1, F2, .. eÐnai mia akoloujÐa pleiìtimwn apeikonÐsewn oi opoÐec einai ìlec
fragmènec apo thn Ðdia oloklhr¸simh monìtimh sunrthsh h, tìte,
∫
lim supFk ⊃ lim sup
∫
Fk.
Upojètoume ìti x ∈ lim sup ∫ Fk. Tìte to x eÐnai to ìrio miac akoloujÐac∫
Fk, ìpou fk(t) ∈ Fk(t) gia kje k kai t, dhlad  uprqei mia upakoloujÐa tou∫
fk pou sugklÐnei sto x. Jèloume na deÐxoume ìti x ∈
∫
lim supFk, gia autì
ton skopì upojètoume qwrÐc blbh thc genikìthtac ìti to x eÐnai prgmati to
ìrio tou
∫
fk, dhlad  ìti h upakoloujÐa pou sugklÐnei sto x eÐnai olìklhrh h
akoloujÐa.
Oi fk mporoÔn na jewrhjoÔn sunart seic pragmatik¸n tim¸n sto {1, ..., n}×T ,
afoÔ eÐnai oloklhr¸simec , prokÔptei ìti eÐnai mèlh tou Banach q¸rou L1 =
L1({1, ..., n} × T ).Kaj¸c oi fk eÐnai ìlec fragmènec apì thn oloklhr¸simh
sunrthsh h, prokÔptei ìti uprqei mia upakoloujÐa me asjenèc ìrio, thn
opoÐa kaloÔme f . Pli qwrÐc blbh thc genikìthtac mporoÔme na upojèsoume
ìti h fk sugklÐnei asjen¸c sthn f .
'Estw ìti {1, 2, ..} eÐnai h akoloujÐa twn jetik¸n pragmatik¸n arijm¸n pou
teÐnoun sto 0. AfoÔ {f1, f2, ...} proseggÐzei asjen¸c thn f , èqoume ìti {fm, fm+1, ...}
proseggÐzei epÐshc thn f asjen¸c gia ìla ta m. 'Etsi apì gnwstì je¸rhma
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prokÔptei ìti uprqei mia akoloujÐa kurt¸n sunduasm¸n twn fm, fm+1, ... pou
proseggÐzei thn f sth nìrma tou L1. Gia kje m, èstw gm tètoioc kurtìc
sunduasmìc me ‖gm − f‖ ≤ m. Tìte gm → f sth nìrma tou L1. 'Etsi apì
gnwstì je¸rhma uprqei mia upakoloujÐa tou gm pou sugklÐnei sthn f sqedìn
pantoÔ. QwrÐc blbh thc genikìthtac èstw ìti eÐnai olìklhrh h akoloujÐa.
Tìte gia ìla ta t, gm(t)→ f(t), ksi gm(t) eÐnai ènac kurtìc sunduasmìc twn
{fm(t), fm+1(t), ...}. AfoÔ ta teleutaÐa eÐnai shmeÐa tou En, apì to Je¸rhma
tou Karajeodwr  èqoume ìti
gm(t) =
n∑
j=0
θjm(t)ejm(t),
ìpou θj(t) eÐnai mh arnhtikèc kai ajroÐzoun sto 1, kai e0m(t), ..., enm(t) epilè-
gontai anmesa stic fm(t), fm+1(t), .... T¸ra gia kje t, mporoÔme na epilè-
xoume mia upakoloujÐa thc gm(t) tètoia ¸ste ìlec oi antÐstoiqec upakoloujÐec
twn {θ0m(t)}, ..., {θnm(t)}, {e0m(t)}, ... kai {enm(t)} na sugklÐnoun. Ta ìria
twn θ se autèc tic upakoloujÐec prèpei na eÐnai mh arnhtikoÐ arijmoÐ pou na
ajroÐzoun sto 1, kai ta ìria twn e prèpei na eÐnai oriak shmeÐa twn fm(t).
'Etsi gia kje t,
f(t) = lim gm(t) =
n∑
j=0
θjej(t),
ìpou oi θj eÐnai mh arnhtikèc kai ajroÐzoun sto 1, kai ej(t) eÐnai ta oriak
shmeÐa twn {f1(t), f2(t), ..}. Tìte anG(t) eÐnai to sÔnolo twn oriak¸n shmeÐwn
tou {fk(t)}, kai G∗ to kurtì klumma tou G(t), tìte èqoume deÐxei ìti f(t) ∈
G∗(t) gia kje t. 'Ara
∫
f ∈ ∫ G∗.
'Opwc èqoume anafèrei parapnw, kje Lebesgue metr simh sunrthsh eÐnai
anlogh me mia Borel metr simh. 'Etsi mporoÔme na upojèsoume ìti h fk eÐnai
Borel metr simh. Tìte prokÔptei eÔkola ìti h G eÐnai Borel metr simh. 'Etsi
mporoÔme na efarmìsoume to je¸rhma 4.4 kai na sungoume ìti
∫
G∗ =
∫
G.
'Ara
∫
f ∈ ∫ G. All afoÔ fk(t) ∈ Fk(t), èqoume ìti kje oriakì shmeÐo
tou Fk(t) eÐnai èna mèloc tou lim supFk(t), dhlad  G(t) ⊂ lim supFk(t). 'Ara∫
f ∈ ∫ lim supFk. All apì thn asjen  sÔgklish thc fk sto f èqoume ìti∫
f = lim
∫
fk = x, epomènwc ìti x ∈
∫
lim supFk. Autì oloklhr¸nei thn
apìdeixh thc prìtashc 4.7.
Ac upojèsoume t¸ra ìti h F eÐnai kleist  ki oloklhr¸sima fragmènh, jètoume
F1 = F2 = ... = F . Tìte to lim supFk = clF = F ki ìti lim sup
∫
Fk = cl
∫
F ,
ìpou cl eÐnai h kleistìthta. 'Ara apì thn prìtash 4.7 ,∫
F =
∫
lim supFk ⊃ lim sup
∫
Fk = cl
∫
F,
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ki epomènwc
∫
F eÐnai kleistì. AfoÔ eÐnai fragmènh apì to olkl rwma thc
sunrthshc h pou frssei thn F , prokÔptei ìti eÐnai sumpag c, apodeiknÔo-
ntac to je¸rhma 4.6.
EÐnai dunatìn na apodeÐxoume to je¸rhma 4.6 kpwc pio apl me mia eujeÐa
efarmog  alla h prìtash 4.7 eÐnai endiafèrousa af eautoÔ thc kai qreizetai
sthn apìdeixh tou jewr matoc 4.8.
An antikatast soume thn upìjesh tou oloklhr¸simou fraxÐmatoc sto je¸rhma
4.6 apì thn upìjesh ìti h F na eÐnai mh arnhtik , tìte
∫
F den qreizetai na eÐ-
nai kleistì. 'Estw èna antipardeigma, èstw n = 2 ki èstw g(t) = ( (1−t)
t
, t
(1−t))
ki èstw F (t) = {0, g(t)}. Tìte h F eÐnai h ènwsh anoikt¸n kai jetik¸n
tetarthmorÐwn me arq  to {0}.
Je¸rhma 4.8. ([1], jrm. 5) An Fk(t) → F(t) gia ìla ta t ki ìlec oi Fk(t)
eÐnai Borel metr simec kai fragmènec apì thn Ðdia oloklhr¸simh monìtimh
sunrthsh, tìte
∫
Fk →
∫
F.
KammÐa apì tic upojèseic den mporeÐ na paraleifjeÐ se autì to je¸rhma. H
apìdeixh tou jewr matoc 4.8 qrhsimopoieÐ duo analogÐec tou l mmatoc Fatou
Pr¸ta apodeiknÔoume mia llh analogÐa tou l mmatoc Fatou wc ex c:
Prìtash 4.9. ([1], prot. 5.1) An ìlec oi Fk eÐnai Borel metr simec kai
fragmènec apì thn Ðdia oloklhr¸simh monìtimh sunrthsh, tìte∫
lim inf Fk ⊂ lim inf
∫
Fk
Apìdeixh. 'Estw x ∈ ∫ lim inf Fk. Tìte x = ∫ f , ìpou f(t) ∈ lim inf Fk(t) gia
kje t. AfoÔ h f eÐnai anlogh se mia Borel metr simh sunrthsh mporeÐ na
jewrhjeÐ ìti eÐnai Borel metr simh sunrthsh. T¸ra o q¸roc En × En × ...
mporeÐ na metrikopoihjeÐ ètsi ¸ste na eÐnai pl rhc ki ètsi h topologÐa tou
eÐnai h sun jhc topologÐa ginomènou. Gia kje t orÐzoume èna uposÔnolo G(t)
tou En × En × ... wc
G(t) = {(x1, x2, ...) : x1 ∈ F1(t), x2(t) ∈ F2(t), ..., kai limxk = f(t)}
Tìte to ìti f(t) ∈ lim inf Fk(t) eÐnai akrib¸c anlogo me to ìti G(t) 6= ∅ gia
kje t. EpÐshc, hG eÐnai eÔkola faÐnetai ìti eÐnai Borel metr simh ki epomènwc
analutik . 'Ara apì thn prìtash 4.4 uprqei mia metr simh sunrthsh g apì
to T sto En×En×... tètoio ¸ste g(t) ∈ G(t) gia kje t, dhlad  mia akoloujÐa
46 KEFALAIO 4. OLOKLHRWMATA PLEIOTIMWN APEIKONISEWN
f1, f2, ... metr simwn sunart sewn apì to T sto En, tètoio ¸ste fk(t) ∈ Fk(t)
gia kje t, kai lim fk(t) = f(t). T¸ra afoÔ fk(t) ∈ Fk(t), ìlec oi fk eÐnai
fragmènec apì thn Ðdia oloklhr¸simh monìtimh sunrthsh, Epomènwc apì
to je¸rhma fragmènhc sÔgklishc tou Lebesgue èqoume ìti
∫
fk →
∫
f = x.
All
∫
fk ∈
∫
Fk, ki ètsi x ∈ lim inf
∫
Fk. Autì oloklhr¸nei thn apìdeixh
thc prìtashc 4.9.
An F (t) = lim inf Fk(t) = lim supFk(t) gia ìla ta t tìte∫
F =
∫
lim inf Fk ⊂ lim inf
∫
Fk ⊂ lim sup
∫
Fk ⊂
∫
lim supFk =
∫
F
ra h isìthta paramènei ki ètsi to lim
∫
Fk uprqei kai isoÔtai me to
∫
limFk.
Autì apodeiknÔei to je¸rhma 4.8.
To je¸rhma 4.8 den isqÔei qwrÐc thn upìjesh thc Borel metrhsimìthtac.
Prgmati, èstw n = 1, ki èstw g h qarakthristik  sunrthsh enìc upo-
sunìlou tou T me eswterikì mètro 0 ki exwterikì mètro 1, ki èstw Fk(t) =
{g(t)/k}. Tìte lim ∫ Fk = ∅ all ∫ limFk = {0}.
'Estw A èna tuqaÐo uposÔnolo enìc metrikoÔ q¸rou X, ki èstw Gx mia pleiì-
timh sunrthsh gia x sto A, twn opoÐwn oi timèc eÐnai uposÔnola tou En.H G
onomzetai nw-hmisuneq c an xn → x uponnoeÐ ìti Gx ⊃ lim supGxn gia ìla
ta xn kai x sto A, ktw-hmisuneq c an xn → x uponnoeÐ ìti Gx ⊂ lim inf Gxn
gia ìka ta xn kai x sto A, kai suneq c an xn → x uponnoeÐ ìti Gx = limGxn
gia ìla ta xn kai x sto A.
Pìrisma 4.10. ([1], por. 5.2) 'Estw Fx(t) mia pleiìtimh apeikìnish oris-
mènh gia t ∈ T kai x ∈ A, thc opoÐac ìlec oi timèc eÐnai fragmènec apì thn Ðdia
oloklhr¸simh monìtimh sunrthsh, kai tètoia ¸ste Fx eÐnai Borel metr simh
gia kje stajerì x ∈ A. Tìte an Fx(t) eÐnai nw-hmisuneq c sto x gia kje
stajerì t, tìte to
∫
Fx eÐnai nw-hmisuneqèc, an Fx(t) eÐnai ktw-hmisuneq c
sto x gia kje stajerì t, tìte to
∫
fx eÐnai ktw hmisuneqèc, ki an h Fx(t)
eÐnai suneq c gia kje stajerì t, tìte
∫
Fx eÐnai suneqèc.
4.3 Efarmogèc sta akraÐa shmeÐa sunìlwn
dianusmatik¸n sunart sewn
Se aut  thn enìthta knoume qr sh mìno thc prìtashc 4.4, ta upìloipa
apotelèsmata den ja qreiastoÔn. 'Estw A èna sumpagèc kurtì uposÔnolo tou
En, B to sÔnolo twn akraÐwn shmeÐwn , cl(B) h kleistìthta tou B. An n ≥ 3,
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den eÐnai aparaÐthta alhjèc ìti cl(B) = B. 'Estw MA,MB, kai Mcl(B) ta
sÔnola ìlwn twn metr simwn sunart sewn apì to T sto A,B kai cl(B) a-
ntÐstoiqa. AfoÔ o q¸roc ìlwn twn metr simwn sunart sewn apo to T sto
En èxei mia grammik  dom  mporoÔme na suzht soume ta akraÐa shmeÐa tou
MA. O Karlin apèdeixe ìti to sÔnolo twn oriak¸n shmeÐwn touMA perièqei
toMB kai perièqetai stoMcl(B).
Prìtash 4.11. ([1], prot. 6.1) To sÔnolo twn oriak¸n shmeÐwn tou MA
eÐnai akrib¸c toMB
Apìdeixh: Profan¸c kje shmeÐo tou MB eÐnai èna akraÐo shmeÐo tou MA.
AntÐstrofa, èstw f èna akraÐo shmeÐo touMA. An to f den eÐnai stoMB,
tìte gia kpoio t, h f(t) den eÐnai akraÐo shmeÐo tou A. 'Ara gia kje t
mporoÔme na dialèxoume mia g(t) kai mia h(t) sto A tètoia ¸ste f(t) = 1
2
g(t)+
1
2
h(t), ki oi g(t) kai h(t) diafèroun toulqiston kpoia t. Lìgw thc prìtashc
4.4, oi g kai h mporoÔn na epilegoÔn na eÐnai ki autèc metr simec. Tìte oi
g kai h eÐnai stoMA kai f = 12g + 12h pou antitÐjetai sthn idiìthta akraÐou
shmeÐou thc f . Autì apodeiknÔei thn prìtash.
'Allh mia katstash me thn opoÐa asqol jhke o Karlin eÐnai h epìmenh: 'E-
stw µ1, ..., µm to sÔnolo mh atomik¸n peperasmènwn mètrwn sto T , kai èstw
α1, ..., αm, b1, ..., bm na eÐnai sto En. 'Estw A kai B ìpwc parapnw. 'E-
stw G to uposÔnolo touMA pou apoteleÐtai apì sunart seic f tètoiec ¸ste
bi ≤
∫
fdµi ≤ αi gia i = 1, ...,m. O Karlin apèdeixe ìti ta akraÐa shmeÐa tou
G perièqontai stoMcl(B).
Prìtash 4.12. ([1], prot 6.2) Ta akraÐa shmeÐa tou G perièqontai stoMB
'Estw f èna akraÐo shmeÐo thc G, ki ac upojèsoume ìti den eÐnai sth MB.
Kataskeuzoume tic g kai h ìpwc sthn prohgoÔmenh apìdeixh, ki èstw e =
1
2
g−1
2
h, ètsi ¸ste f+e = g ∈ A. Gia S ⊂ T , jètoume µ(S) = {∫
S
edµ1, ...,
∫
S
edµm}.
Tìte µ eÐnai dianusmatikì mètro distashc nm. Efarmìzontac to je¸rhma
tou Liapunov sta dianusmatik mètra apoktme èna uposÔnolo S tou T tètoio
¸ste µ(S) = 1
2
µ(T ). OrÐzoume e
′
pnw sto T wc e
′
(t) = e(t) gia t ∈ S, kai
e
′
(t) = −e(t) gia t /∈ S. T¸ra orÐzoume f1 kai f2 wc f1 = f + e′ , f2 = f − e′ .
Tìte f = 1
2f1
+ 1
2f2
, f1 kai f2 eÐnai stoMA, kai∫
f1dµi =
∫
fdµi +
∫
S
edµi −
∫
T
S
edµi
=
∫
fdµi +
1
2
∫
edµi− 12
∫
edµi =
∫
fdµi.Epomènwc f1 ∈ G. OmoÐwc f2 ∈ G ki
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h apìdeixh oloklhr¸jhke. 
An h F eÐnai mia pleiìtimh sunrthsh pou orÐzetai wc F (t) = A gia ìla ta t,
tìte F =MA.
Keflaio 5
Parrthma
Ja anafèroume se autì to keflaio duo jemelei¸dh jewr mata thc Anlush-
c twn pleiìtimwn sunart sewn. Arqik parousizoume to je¸rhma StajeroÔ
ShmeÐou tou Brouwer ki Ôstera th genÐkeush autoÔ, dhlad  to je¸rhma sta-
jeroÔ shmeÐou tou Kakutani.
To je¸rhma tou Brouwer eÐnai polÔ dishmo lìgw thc qr shc tou se pol-
l majhmatik pedÐa, to kuriìtero ex aut¸n eÐnai h TopologÐa tou EukleÐdiou
q¸rou, sth jemeleÐwsh thc opoÐac apoteleÐ èna apo ta pio shmantik jew-
r mata. Akìmh qrhsimopoieÐtai gia na apodeÐxei difora apotelèsmata stic
diaforikèc exis¸seic kai sun jwc kalÔptetai se kje eisagwgikì mjhma Dia-
forik c GewmetrÐac. Sth Jewri PaignÐwn kai sta Oikonomik tìso to jew-
rhma autì ìso ki h epèktas  tou katèqoun kentrikì rìlo sthn apìdeixh thc
Ôparxhc miac genik c isorropÐac stic oikonomÐec agorc, ìpwc anaptÔqjhkan
sta 1950 apì touc oikonomolìgouc G.Debreu kai K.Arrow.
Je¸rhma 5.1. 'Estw Bn h n-distath kleist  monadiaÐa mpla ki èstw
f : Bn → Bn mia suneq c sunrthsh. Tìte h f èqei èna stajerì shmeÐo,
dhlad  gia kpoio x ∈ Bn f(x) = x
To je¸rhma stajeroÔ shmeÐou tou Kakutani eÐnai èna je¸rhma stajeroÔ
shmeÐou gia pleiìtimec apeikonÐseic. Parèqei eparkeÐc upojèseic gia na èqei mia
pleiìtimh sunrthsh èna stajerì shmeÐo. Qrhsimopoi jhke apì ton J.Nash
sthn perigraf  thc Nash isorropÐac ki argìtera sth JewrÐa PaignÐwn kai
sta Oikonomik.
Je¸rhma 5.2. [4] 'Estw S mh kenì sumpagèc, kurtì uposÔnolo tou Eu-
kleÐdiou q¸rou En ki èstw f : S → 2S mia pleiìtimh apeikìnish sto S me
kleistì grfhma kai f(x) eÐnai mh ken  kai kurt  gia ìla ta x ∈ S. Tìte h
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f èqei stajerì shmeÐo.
Kpoiec phgèc kaj¸c ki h prwtìtuph ergasÐa tou Kakutani qrhsimopoioÔn
thn ènnoia thc upper hemicontinuity sth diatÔpwsh tou jewr matoc, dhladh
jewroÔn thn f upper hemicontinuous.
EpÐshc anafèroume to je¸rhma kleistoÔ graf matoc gia pleiìtimec apeikonÐ-
seic.
Je¸rhma 5.3. [3] Mia apeikìnish F : A→ B me kleistèc timèc kai sumpag 
pedÐo tim¸n eÐnai upper hemicontinuous arkeÐ na èqei kleistì grfhma.
Gr(F ) = {(a, b) ∈ A×B : b ∈ F (a)}
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